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[17] Einige geometrische Betractitnogen 

von 

Jacob Steiner J) 

[Jdcob Steiner'^ Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 17—76.) 

Die in den nachstehenden Paragraphen angefangenen Be- 
trachtungen enthalten die Grundlage der geometrischen Unter- 
suchung über das Schneiden der Kreise. Es lassen sich 
daraus die Auflösungen fast aller Aufgaben tlber das Schnei- 
den und Berühren der Kreise entwickeln, und zwar in den 
meisten Fällen sehr einfach ; auch wird durch sie oft zwischen 
mehreren Aufgaben, welche auf den ersten Anblick keine Ge- 
meinschaft zu haben scheinen, ein gewisser Zusammenhang 
sichtbar. Zwei andere Gegenstände, die sich mit Erfolg auf 
die Curven und Flächen zweiten Grades, die sogenannten 
Porismen und die meisten Sätze, welche man gewöhnlich durch 
die Theorie der Transversalen zu beweisen pflegt, anwenden 
lassen, sind die harmonische Proportion und die per- 
spectivische Projection. 

Vor etwa drei Jahren sah sich der Verfasser dieser Ab- 
handlung, zufälliger Weise, zur Beschäftigung mit der Auf- 
gabe: 1) einen Bereis zu beschreiben, welcher drei andere, 
gegebene Kreise berührt; 2) mit der Jlfa//a^i' sehen Aufgabe 
(Nr. 14); so wie 3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch der 
Collect, mathem. von Pappus\ und 4) mit verschiedenen Poris- 
men und der rein geometrischen Betrachtung der Curven und 
Flächen zweiten Grades, angeregt. Den Pappischen Satz kannte 
er nur ohne Beweis; ebenso die ifa//*a^^i'sche Aufgabe; von 
der ersten (1) jedoch die Fieto'sche geometrische Lösung. 

Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher über eine 
Aufgabe oder über einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor 
er nicht selbst eine Auflösung oder Sätze darüber gefunden 

1* 



4 Jacob Steiner. 

hat, um alsdann seine Resultate mit den schon vorhandenen 
zu vergleichen. 

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenständen 
Statt; das Bestreben des Verfassers war, z. B. bei den Auf- 
lösungen der verschiedenen [20] Aufgaben über Berührung der 
Kreise, den ihnen zum Grunde liegenden gemeinschaftlichen 
Zusammenhang zu ünden. 

Den Satz (Nr. 3), »dass der Ort der gleichen Tangenten 
zweier gegebenen Kreise eine gerade Linie sei «, hatte der 
Verfasser schon bei einer frühem geometrischen Untersuchung 
gefunden. Die Bedeutung der Aehnlichkeitspunkte (Nr. 7) 
und der gemeinschaftlichen Potenz (Nr. 11) zweier Kreise, 
von denen schon bei Papjms und Vieta sich Spuren finden, lernte 
er durch ihre von ihm gefundene vielseitige Anwendbarkeit 
erkennen. Mittelst der Anwendung dieser drei Sätze offen- 
barte sich ihm nun der gesuchte Zusammenhang der verschie- 
denen Aufgaben über Berührung der Kreise, welche er sieh 
vorgelegt hatte, nebst einer Menge damit in Verbindung stehen- 
der Sätze. 

Als nun der Verfasser seinen Gegenstand einigermassen 
erschöpft zu haben glaubte, sah er sich auch nach demjenigen 
um, was Andere gethan. Er sah, dass die Franzosen nicht 
nur einen grossen Teil der von ihm gelösten Sätze und Auf- 
gaben schon besitzen, sondern auch bei den Beweisen und 
Auflösungen sich fast allenthalben derselben Mittel bedient 
haben, wie er. In Hinsicht der Anwendung der harmonischen 
Proportion und der perspectivischen Projection auf eine grosse 
Menge geometrischer Gegenstände (besonders auf die Curven 
und Flächen zweiten Grades^ die Porismen u. s. w.) fand er 
besonders bei Poncelet (Traue des proprietes projectives des 
figures)*) sowohl viele seiner Sätze, als auch denselben Gang 
der Betrachtung. 

Für die Versicherung, dass der Verfasser dasjenige, was 
die Franzosen in dieser Hinsicht gethan, vorher nicht gekannt 
habe, hofft er, werden nicht allein diejenigen seiner Bekann- 
ten, welche, bei täglichem Umgange mit ihm, die Entstehung 
und Entwickelung seiner Arbeiten beobachteten, sondern dem 
Sachkenner wird auch schon die umfassendere, allgemeinere 
Entwickelungsweise in den Untersuchungen, aus welcher nicht 
nur alle jene Betrachtungen, sondern auch eine grosse Menge 



♦) Vergl. Orelle's Journal Bd. 1. S. 96.2) 



Einige geometrische Betrachtnngen. 5 

neuer Resultate von selbst hervorgehen, ein Zeugniss ablegen. 
So hat er z. B. die Untersuchungen über Kreise und Kugeln 
auf die Weise verallgemeinert, dass die Winkel, unter wel- 
chen dieselben sich schneiden, betrachtet werden, so dass die 
Berührung nur als ein specieller Fall des Schneidens anzu- 
sehen ist, nämlich der, wo der Schneidungswinkel gleich 0° oder 
gleich 180° ist. Und zwar löst er durch Hülfe der in den 
nachstehenden Paragraphen (I, II, III.) entwickelten Lehrsätze 
nicht allein alle die verschiedenen (Apollonischen) Aufgaben 
über Berührung der Kreise und der geraden Linien etc., son- 
dern noch weit mehr Aufgaben über das Schneiden der 
Kreise; wie z. B. folgende: 

[21] »Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei der Grösse 
und Lage nach gegebene Kreise K^ , K^ , Kj respective unter 
den gegebenen Winkeln a^, a^, a^ schneidet.« 

»Einen Kreis zu beschreiben, welcher vier der Grösse und 
Ijage nach gegebene Kreise unter einerlei Winkel schneidet.« 
U. s. w. 

Und zwar werden alle diese Aufgaben ebensowohl bei 
Kreisen, die in einerlei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei 
Kugelfläche liegen, gelöst. Ferner werden analoge Aufgaben 
bei Kugeln im Räume gelöst, als z. B. : 

2>Eine Kugel zu beschreiben, welche vier der Grösse und 
Lage nach gegebene Kugeln K, , K^, K3, K^ respective unter 
den gegebenen Winkeln a^, a,, «3, a^ schneidet.« 

»Eine Kugel zu beschreiben, welche fünf der Grösse und 
Lage nach gegebene Kugeln unter einerlei Winkel schneidet.« 
U. s. w. 

Nach dem frühern Plane des Verfassers sollten seine geo- 
metrischen Untersuchungen ein zusammenhängendes Werk aus- 
machen; allein bei der Ausarbeitung fand sich, dass es zu 
ausgedehnt werden würde; andererseits war es ihm bis jetzt 
noch nicht möglich, seinen Untersuchungen ein bestimmtes Ziel 
zu setzen, weil sich dieselben noch täglich erweitern und auf 
neue Gegenstände anwenden lassen, so dass bestimmte Schran- 
ken der freien Entwickelung des Gegenstandes nur nachtheilig 
sein würden. Der Verfasser wird daher erst einen Theil da- 
von, welcher 

»Das Schneiden (mit Einschluss der Berührung) der 
Kreise in der Ebene, das Schneiden der Kugeln im 
Räume, und das Schneiden der Kreise auf der Kugel- 
fläche < 
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enthalten soll, Untersuchungen, welche schon vor zwei Jahren 
beendet waren, und deren Ausarbeitung zum Drucke gegen- 
wärtig beinahe vollendet ist, in einem Bande von etwa 25 
bis 30 Bogen herausgeben, und wenn dieser erste Theil einige 
Theilnahme findet, die übingen Untersuchungen nachfolgen 
lassen. •^) 




§ I. Von der Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 

1. 

Wenn die geraden Linien Mm und PG (Fig. 1) auf ein- 
ander senkrecht stehen: so ist für 
jeden beliebigen Punkt P des Perpen- 
dikels PG, wenn man die Punkte m, 
M als gegeben betrachtet: 

JfP* — mP^ = MG"' ^mG\ 

das heisst: 

»Der Unterschied der Quadrate 
Fig. 1. der Abstände aller Punkte P der 

Senkrechten PG von zwei gegebenen 
Punkten M, m ist eine unveränderliche [22 j Grösse, nämlich 
gleich dem Unterschiede der Quadrate der Abstände MG^mG 
der Senkrechten PG von den gegebenen Punkten Jif, m.« 
Hieraus} folgt : 

»Dass der geometrische Ort eines Punkts P, für welchen 
der Unterschied der Quadrate seiner Abstände von zwei ge- 
gebenen Punkten if, m gleich ist einer gegebenen Grösse w*, 
eine gerade Linie PG ist, welche auf der die gegebenen 
Punkte verbindenden Geraden (Mm) senkrecht steht.« 

Bezeichnet man den Abstand der gegebenen Punkte 3/, m 
von einander durch a\ so ist 

MG + mG = a und MG^ — mG^ = u\ 

Daraus folgt: 

__^ a* + u^ _ -, a* — 11^ 

MG = — -i und mG = — z; 

2a 2a 

2. 

In den Lehrbüchern der Geometrie findet man folgenden 
Satz bewiesen: 
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»Werden aus einem in der Ebene eines Kreises M (Fig. 2) 
willkürlich angenommenen Punkte P gerade Linien PÄB, 
PCD . . . gezogen, die den Kreis schnei- 
den : so ist das Product (Rechteck) aus 
den Abständen des Punkts von den 
Durchschnittspunkten der schneidenden 
Linien eine beständige Grösse; d. h. 
es ist 



• « « 




Fig, 2. 



Dieses Product, für einen bestimm- 
ten Punkt in Bezug auf einen gege- 
benen Kreis, soll 

>Potenz des Punkts in Bezug auf den Kreis«, 
oder auch umgekehrt: 

>Potenz des Kreises in Bezug auf den Punkt«*) 
heissen. 

Ferner wollen wir sagen : Die Potenz eines Punkts in Be- 
zug auf einen Kreis sei äusserlich oder innerlich, je nach- 
dem der Punkt ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. 

Liegt der Punkt P ausserhalb des Kreises M (Fig. 2) : so 
ist seine Potenz gleich dem Quadrat der 
aus ihm an den Kreis gelegten Tangente 
PT. Die Potenz eines innerhalb des Kreises 
M liegenden Punkts Q (Fig. 3) ist gleich 
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne 
QG durch den gegebenen Punkt. Be- 
zeichnet man den Halbmesser MT^ MG 
des Kreises M (Fig. 2, 3) durch Ä, so ist, 
vermöge der rechtwinkligen Dreiecke MTPy 
[23] MQGf die Potenz des ausserhalb des 
Kreises liegenden Punkts P, 

PT* = PM^ — R\ 

und die Potenz des innerhalb des Kreises liegenden Punkts 0, 

Oa* =i?* — ifO'.ö) 

Hieraus folgt, dass Punkte, welche gleich weit vom Mittel- 
punkt eines Kreises entfernt sind, in Bezug auf ihn gleiche 




Fig. 3. 



'*') Die Alten nannten den constanten Inhalt des zwischen der 
Hyperbel und ihren Asymptoten beschriebenen Parallelogramms, 
»Potenz der Hyperbel«.*) 
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Potenzen haben. Fällt ein Pnnkt in die Peripherie eines 
Kreises, so ist seine Potenz gleich 0; nnd umgekehrt, jeder 
Punkt, dessen Potenz in Bezug auf einen gegebenen Kreis 
gleich ist, liegt in der Peripherie des Kreises. 

3. 

Wenn M, m (Fig. 1) die Mittelpunkte zweier Kreise if, m 
sind, deren Radien durch B, r bezeichnet werden mögen, und 
P ein Punkt ist, welcher zu beiden Kreisen gleiche und gleich- 
artige, d. h. in Bezug auf beide Kreise zugleich äusserliche 
oder zugleich innerliche Potenzen hat, so ist entweder (Nr. 2): 

(a) JfP*— jR« ==mP^ --r\ 
oder 

(b) E* — MP^ = r'- ~ 7n PK 

Aus Beidem folgt: 

JlfP* -- mP^ ±= R^ — r\ 

d. h.: »Der Unterschied der Quadrate der Abstände des Punkts 
P ist unter der vorausgesetzten Bedingung eine unveränder- 
liche Grösse (P* — r*), nämlich gleich dem Unterschied der 
Quadrate der Radien der gegebenen Kreise if, w.« 

Hieraus folgt nach Nr. 1: 

»Dass der Ort eines Punkts P, welcher zu zwei gegebenen 
Kreisen Jf, m gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade 
Linie P G ist, welche auf der Axe Mm der Kreise senkrecht 
steht.« 

Wegen dieser Eigenschaft der geraden Linie PG soll die- 
selbe fortan: 

»Linie der gleichen Potenzen der Kreise Jf, w« 
heissen. 

Aus dem Obigen folgen noch die Zusätze, dass: 

»Erstlich die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise, und 

»Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und 
demselben Punkt berührt, zugleich die Linie ihrer gleichen 
Potenzen ist.« 

Da nach Nr. 2 die Potenz eines ausserhalb des Kreises 
liegenden Punkts gleich ist dem Quadrat der Tangente aus 
dem Punkte an den Kreis, so folgt femer: 

»Dass der geometrische Ort eines Punkts P, aus welchem 
die Tangenten an zwei gegebene Kreise M, m einander gleich 



Einige geometrische Betrachtungen. 9 

sind, eine auf der Axe Mm der Kreise senkrecht stehende 
gerade Linie PO ist.« 

[24] Beschreibt man mit einer der vier Tangenten aus dem 
Punkt P an die beiden gegebenen Ki-eise einen Kreis P, so 
schneidet derselbe die beiden gegebenen Kreise rechtwinklig, 
und es folgt femer: 

»Dass der geometrische Ort des Mittelpunkts P eines Kreises 
P, welcher zwei gegebene Kreise M^ m rechtwinklig schneidet, 
eine gerade Linie PG ist, welche auf der Axe Mm der ge- 
gebenen Kreise senkrecht steht.« 

4. 

Es seien M^J M^^ M^ (Fig. 4) die Mittelpunkte dreier der 
Grösse und Lage nach gegebenen Kreise if^, if,, M^. Tau je 
zwei der gegebenen Kreise gehört 
nach Nr. 3 eine Linie der gleichen 
Potenzen. Wir wollen diese drei 
Linien mittelst der den Kreisen zu- 
kommenden Zahlen und zwar durch 
Z(12), Z(13), /(23) bezeichnen, d. h. 
/ (12) bezeichnet die Linie dergleichen 
Potenzen der beiden gegebenen Kreise 
M^^ M^, u. s. w. 

Derjenige Punkt, in welchem sich 
z. B. die beiden Linien /(12), /(13) 

schneiden, und welchen wir durch ^(123) bezeichnen wollen, 
hat, vermöge der ersten Linie /(12), zu den beiden Kreisen 
M^J if,, und vermöge der andern Linie ^(13), zu den beiden 
Kreisen Jfj , M^ gleiche Potenzen ; mithin hat er zu allen drei 
gegebenen Kreisen if ^ , M^j M^ gleiche Potenzen, und folg- 
lich geht auch die dritte Linie Z(23) durch den genannten 
Punkt ^(123). Daraus folgt nachstehender Satz: 

»Die drei Linien der gleichen Potenzen, welche zu drei 
gegebenen Kreisen, paarweise genommen, gehören, schneiden 
einander in einem und demselben Punkt j;( 123).« Wir wollen 
diesen Punkt j; (123) hinfort 

»Punkt der gleichenPotenzen der AvQiKvei8eM^,M^^M^« 
nennen.^) 

Liegt der Punkt i?(123) ausserhalb der drei gegebenen 
Kreise 3f^ , M^ , ü/g , so folgt aus Nr. 3, dass die aus ihm an 
die Kreise gelegten Tangenten einander gleich sind, und dass 
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er in diesem Fall der Mittelpunkt eines Kreises ist, welcher 
die drei gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet.') 

Da nach Nr. 3 die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise 
zugleich die Linie der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt 
ferner : 

»Dass, wenn drei beliebige Kreise 31^, if,, if, (Fig. 5) 
einander schneiden, dann die drei Sehnen A B^ GD^ EF^ welche 
dieselben paarweise mit einander gemein haben, sich in einem 
und demselben Punkte j» (123), nämlich im Punkte der gleichen 
Potenzen der drei Kreise schneiden.« Und: 

»Dass, wenn drei beliebige Kreise einander berühren, als- 
dann die in den drei Berührungspunkten an die Kreise ge- 
legten Tangenten in einem und demselben Punkt zusammen- 
treffen. « 





Fig. 5. 



Fig. 6. 



Hieraus folgen ferner nachstehende Sätze: 

[25] > Werden zwei der Grösse und Lage nach gegebene 
Kreise M^ , M^ (Fig. 6) von irgend einem willkürlichen Kreise 
M^ geschnitten, so ist der geometrische Ort des Durchschnitts- 
punkts P der beiden Sehnen EF, CDj welche der letztere 
Kreis mit jenen beiden gemein hat, eine gerade Linie, welche 
auf der Axe M^M^ der gegebenen Kreise senkrecht steht.« 

Nämlich der Ort des genannten Durchschnittspunkts P'^ist 
die Linie der gleichen Potenzen ^(32) der beiden gegebenen 
Kreise. Man sieht leicht, wie sich hieraus die Linie der 
gleichen Potenzen ^(12) zweier gegebenen Kreise M^, Jf, fin- 
den lässt. Ferner: 

»Werden zwei der Lage und Grösse nach gegebene Kreise 
M^, M^ (Fig. 7) von irgend einem willkürlichen Kreise M^ 
berührt, und legt man in den beiden Berührungspunkten Ä^ 
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Fig. 7. 



B Tangenten ÄP, BP an die Kreise : so ist der geometrische 
Ort des Durchschnittspunkts P der beiden Tangenten eine 
auf der Axe if, ifj der gegebenen Kreise senkrecht stehende 
gerade Linie Pö, nämlich die 
Linie der gleichen Potenzen 
/(12) der beiden gegebenen 
Kreise if ^ , if,.« 

Durch Umkehrung dieses 
letzten Satzes folgen nach- 
stehende Sätze: 

»Legt man aus einem in 
der Linie der gleichen Potenzen 
{PG) zweier gegebenen Kreise 
M^ , M^ (Fig. 7) willkürlich an- 
genommenen äusseren Punkte 
P an jeden Kreis eine Tan- 
gente: so berühren diese Tan- 
genten die Kreise in zwei 

Punkten, in welchen sie auch von einem bestimmten Kreise 
berührt werden können.« Legt man also aus dem Punkte P 
die vier Tangenten PA, PB, PG, PD, welche die beiden 
gegebenen Kreise if^ , if^ in den Punkten Ä, B^ G, D be- 
rühren: so können die Kreise M^, If, von einem bestimmten 
Kreise {M^) in den Punkten Ä, B, von einem andern Kreise 
in den Punkten C, D, von einem dritten Kreise in den Punk- 
ten Ä, Gy und endlich von einem vierten Kreise in den 
Punkten J9, D berührt werden. Oder was dasselbe ist: 

»Jeder Kreis P (z. B. ABGD), welcher zwei gegebene 
Kreise Jfj , M^ rechtwinklig schneidet, schneidet sie in vier 
solchen Punkten Ä, B, C, D, in welchen dieselben von vier 
bestimmten Kreisen berührt werden können; d. h. jeder der 
vier Kreise berührt die gegebenen in zwei der genannten vier 
Durchschnittspunkte. « 

5. 

Stellt man sich alle möglichen Kreise P^, P^, P^ . . . vor, 
von denen jeder zwei gegebene Kreise 1/,, M^ (Fig. 8) rechte 
winklig schneidet: so folgt nach Nr. 3, dass je zwei derselben 
die Axe M^ M^ der letztern zur Linie der gleichen Potenzen 
haben, und folglich haben alle Kreise P^ , P, , P, ... zusam- 
men die Axe 1/^ M^ zur Linie der gleichen Potenzen. Das 
heisst (Nr. 3): der geometrische Ort des Mittelpunktes eines 
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Fig. 8. 



Kreises (M^, [261 3/,, 31^ . . .), welcher alle Kreise P, , P^, 
P3 . . . rechtwinklig schneidet , ist die Axe If, If, der gege- 
benen Kreise M^, M^. 

Die beiden Schaaren*") von Kreisen P^^ P^^ P^ ... und if, , 

M^y M^ ... stehen 
demnach in einer 
solchen gegensei- 
tigen Beziehung, 
dass jeder Kreis 
der einen Schaar^ 
jeden Kreis der an- 
dern Schaar recht- 
winklig schneidet, 
und dass also die 
Kreise der einen 
Schaar die Axa der 
anderen zur Linie 
der gleichen Po- 
tenzen haben. 

Da die Kreise 
P„P„P3...die 
Axe M^ J/j J/3 . . . 
zur Linie der gleichen Potenzen haben, so folgt, dass, wenn 
irgend zwei derselben einander schneiden, dann alle zusammen 
einander in denselben zwei Punkten A, B schneiden, und dass 
ihre gemeinschaftliche Sehne AB die genannte Axe M^M^M^ ... 
ist. Wenn aber die Kreise der einen Schaar P,^^ P^^ P^ .. . 
einander schneiden, so kann von den Kreisen der anderen 
Schaar Jf ^ , iJf^, M^ ... keiner einen anderen schneiden. ••) 
Also: 

»Alle Kreise P^, P, , P3 ..., von denen jeder zwei ge- 
gebene ausser oder in einander liegende Kreise Jf,, Jif^ oder 
M^ , il/g rechtwinklig schneidet , schneiden sich in zwei be- 
stimmten Punkten A^ P.« Und: 

»Von allen Kreisen if ^ , J/^ , if 3 . . . , welche zwei gegebene 
sich schneidende Kreise P,, P, rechtwinklig schneiden, kann 
keiner den anderen schneiden.« 

Da sich nach Nr. 4 die Sehnen, welche der Kreis Jf, mit 
irgend zwei Kreisen der Schaar P^, P,, P3 ... gemein hat, 
mit der Axe M^ il/, (als Linie der gleichen Potenzen der letz- 
teren Kreise P^, P^ . . .) in einem Punkt schneiden: so folgt, 
dass sich alle Sehnen 1)0^ EF . . ., welche der Kreis M^ 
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mit den Kreisen P^y P^^ P^ . . . einzeln gemein hat, in einem 
bestimmten Punkt M der Axe M^ M^ schneiden. Aus gleichen 
Gründen folgt, dass sich alle Sehnen DC, HI, . . ., welche 
der Kreis P^ mit den Kreisen M^, M^, M^ . . ., einzeln ge- 
nommen, gemein hat, in einem bestimmten Punkt P der Axe 
P^ Pg schneiden. Bemerkt man noch, dass, da die Kreise P, , 
P2, P3 ... den Kreis M^ rechtwinklig schneiden, die nach 
den Durchschnittspunkten gezogenen Radien P, (7, P^ D, P^E, ... 
den Kreis M^ berühren, und dass eben so die Radien Mj^G, 
M^ D, M^H, ... den Kreis P^ berühren : so folgen aus dem 
Obigen nachstehende bekannte Sätze: 

»Legt man aus beliebigen äusseren Punkten Jf, , 1/j . . . (Fig. 9) 
einer gegebenen geraden Linie M^ M^ , welche einen gegebenen 
Kreis P^ schneidet, die Tangeuten an diesen Kreis : so gehen 
die Sehnen CD, HI . . . , welche die Berührungspunkte der zu- 
sammengehörigen Tangenten verbinden, durch einen und den- 
selben ausserhalb des Kreises liegenden Punkt P.« Und: 





Fig. 9. 



Fig. 10. 



»Legt man aus beliebigen Punkten P^, P^ ... (Fig. 10) 
einer geraden Linie P^ P, die Tangenten an einen gegebenen 
Kreis M^ , welcher die genannte Linie nicht schneidet: so 
gehen die Sehnen CD, EF . . . , [27] welche die Berüh- 
rungspunkte der zusammengehörigen Tangenten verbinden, 
durch einen bestimmten innerhalb des Kreises liegenden 
Punkt if.« 

Und umgekehrt: 

»Zieht man aus einem in der Ebene eines gegebenen Kreises 
(P, Fig. 9 oder M^ Fig. 10) beliebig angenommenen äusseren 
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oder inneren Punkt P, M eine willkürliche gerade Linie {PCD 
oder GMB\ die den Kreis schneidet, und legt in den Durch- 
schnittspunkten (C, D) Tangenten an den Kreis: so ist der geo- 
metrische Ort des Durchschnittspunkts (M^ oder P^ . . .) dieser 
beiden Tangenten eine gerade Linie (M^ M^ , . . oder P, P^ . . O? 
welche auf dem durch den angenommenen Punkt (P oder M) 
gehenden Durchmesser [PP^ oder MM^) senkrecht steht.« 

Die gegenseitige Lage und Bestimmung des angenommenen 
äusseren Punkts P und der Ortslinie if, M^ in Bezug auf 
den gegebenen Kreis P, ist leicht zu sehen. Nämlich die 
aus dem gegebenen Punkte P (Fig. 9), an den gegebenen 
Kreis P, gelegten Tangenten PA^ PB berühren den Kreis 
nothwendig in denjenigen Punkten A^ B, in welchen er von 
der Ortslinie M^M^ geschnitten wird, u. s. w. 

Bekanntlich finden diese Sätze auf ähnliche Weise bei jeder 
Curve zweiten Grades Statt. Auch finden analoge Sätze bei 
allen Flächen zweiten Grades Statt. 

§ IL Von den Aehnlichkeitspunkten und Aehnlichkeitslinien bei 

Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 

6. 

Sind irgend drei Punkte M^ m, A^ (Fig. 11), die in einer 
geraden Linie liegen, gegeben, und zieht man durch den Punkt A 

eine willkürliche gerade Linie AnN, 
und aus den Punkten üf, m zwei 
beliebige Parallelen JfiV, mn nach 
jener Linie AnN^ so ist: 

MN : mn = MA : mA, 




»Zieht man umgekehrt aus den 
Punkten if, m irgend zwei Parallelen 
Fig. 11. ^^{j win, von der Grösse, dass 

MN^ : mn^ = MA : inAj 

so liegen ihre Endpunkte iV^, n^ mit dem Punkte A in einer 
geraden Linie.« 

Aehnliches findet Statt, wenn man statt des Punkts A einen 
Punkt / nimmt, welcher zwischen den beiden Punkten if, m 
(Fig. 12) liegt, nur liegen dann die Parallelen MNj mn oder 
MN^^ mn^ auf verschiedenen Seiten der gegebenen geraden 
Linie Mim. 



^ 
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7. 

Beschreibt man um die gegebenen Punkte M^ m (Fig. 11, 
12) mit zwei bestimmten Halbmessern MN, mn zwei Kreise 
M^m: so "^folgen aus Nr. 6 unmittelbar nachstehende Sätze: 

[28] »In zwei beliebigen Kreisen if, m, (Fig. 11) liegen 
die Endpunkte iV, n zweier beliebigen parallelen Kadien MNy 
mn^ die sich an einerlei Seite der Axe Mm befinden, mit 
einem und demselben bestimmten Punkt A dieser Axe in einer 
geraden Linie.« und: 

»In zwei beliebigen Kreisen M, m (Fig. 12) liegen die 
Endpunkte iV, n zweier beliebigen parallelen Radien MN^ mn^ 
welche sich auf entgegengesetzten Seiten der Axe befinden, 
mit einem und demselben bestimmten Punkt / der Axe in 
gerader Linie.« Ferner: 





Fig. 12. Fig. 13. 

»Zieht man nach irgend einer geraden Linie Än^ N^ oder 
N^ In^ (Fig. 13), welche durch einen jener bestimmten Punkte A 
oder /geht, aus den Mittelpunkten if, m zwei beliebige Paralle- 
len MN^ , mn^ : so verhalten sich dieselben wie die Radien 
der Kreise, d. h.: es ist 

MN^ : mn^ = MN : mn.<!^ 

Und umgekehrt: 

»Zieht man aus den Mittelpunkten Mj m der gegebenen 
Kreise zwei beliebige Parallelen ilfiV^ , mn^^ welche sich ver- 
halten wie die Radien der Kreise: so liegen die Endpunkte 
JV^, n^ derselben entweder mit A oder / in gerader Linie, 
je nachdem die Parallelen auf einerlei oder auf verschiedenen 
Seiten* der Axe Mm gezogen sind.« 

Die beiden Punkte A, /, welche zu zwei gegebenen Kreisen 
My m' gehören, wollen wir 

»Aehnlichkeits punkte der beiden Kreise if, m« 
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nennen, und zwar Ä den äusseren und / den inneren 
Aehnlichkeitspunkt. Ferner soll jede solche gerade Linie Än^ N^ 
n^ IN^ j welche durch einen der beiden Aehnlichkeitspunkte Ä 
oder / geht : 

»Aehnlichkeitslinie der beiden Kreise Mj m<i^^ 

und zwar ebenfalls äussere oder innere heissen, je nach- 
dem sie durch den äusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkt 
geht. 

Bezeichnet man die Radien MNj mn der Kreise ikf, m 
durch JS, r : so hat man nach Nr. 6 für die Lage der beiden 
Aehnlichkeitspunkte ^1, / folgende Gleichungen: 

R : r = MA . mA ^= MI : m /. i<^) 

Hieraus folgt, dass, wenn z. B. R gleich MA^ alsdann 
auch r gleich m A ist, und folglich die beiden Kreise einander 
in dem Punkt A innerlich berühren; oder wenn R gleich MI 
ist, dass dann zugleich auch r gleich ml ist, und dass die 
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Punkt / äusser- 
lich berühren. Durch Umkehrung folgt: 

»Wenn zwei beliebige Kreise Jf, m einander äusserlich 
berühren: so ist der Berührungspunkt zugleich ihr innerer 
Aehnlichkeitspunkt (/).« Und: 

»Wenn zwei beliebige Kreise (If, 7n) einander innerlich 
berühren: so ist der Berührungspunkt zugleich ihr äusserer 
Aehnlichkeitspunkt [Ä] . « 

[29] Da die Endpunkte paralleler Radien der beiden Kreise 
J/, ni mit einem der beiden Aehnlichkeitspunkte A oder / in 
gerader Linie liegen: so ergiebt sich durch ümkehruug, dass 
jede gerade Linie, welche durch einen der beiden Aehnlich- 
keitspunkte geht und 

den einen Kreis 
schneidet, nothwen- 
diger Weise auch den 
andern Kreis schnei- 
det, und dass die nach 
den Duichschnitts- 
punkten gezogenen 
Radien der beiden 
^'&- ^^' Kreise paarweise pa- 

rallel sind. Berührt 
demnach die genannte Linie den einen Kreis, so berührt sie 
zugleich auch den anderen. Daher folgt ferner: 
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»Liegen zwei gegebene Kreise M, m (Fig. 14) ausser ein- 
ander: so schneiden sich die beiden äusseren gemeinschaft- 
lichen Tangenten Bb und B^ b^ in dem äusseren Aehnlich- 
keitspunkt A, und die beiden inneren gemeinschaftlichen 
Tangenten Gc und C^ c^ in dem inneren Aehnlichkeitspunkt /.« 

Hierdurch kann man leicht an zwei gegebene Kreise eine 
gemeinschaftliche Tangente ziehen. 

Endlich ist zu bemerken, dass, wie aus der obigen Gleichung 
folgt, bei zwei in einander liegenden Kreisen die Aehnlich- 
keitspunkte innerhalb beider Kreise liegen. *i) 

8. 

Es seien M^, ilf,, M^ (Fig. 15) die Mittelpunkte dreier 
Ipeliebigen der Grösse und 
Lage nach gegebenen Kreise 
M, , 1/, , M, . Nach Nr. 7 
gehören zu je zweien dieser 
drei Kreise zwei Aehnlich- 
keitspunkte. Es seien A^ 
und Zj, ^4, und 7^, A^ und 
7, die Aehnlichkeitspunkte 
der Kreispaare M^ ifj, M^ M^j 
i/j M^ . Fig. 15. 

Da die gerade Linie A^ A^j 
welche durch die Aehnlichkeitspunkte ^3 und A^ geht, ver- 
möge des ersteren, zu den Kreisen M^, M^^ und vermöge des 
letzteren, zu den Kreisen Jf,, M^ eine äussere Aehnlichkeits- 
linie ist (Nr. 7): so ist sie folglich auch eine äussere Aehn- 
lichkeitslinie zu den Kreisen M^, M^, und geht daher durch 
den äusseren Aehnlichkeitspunkt ^^ derselben, d. h. die drei 
Aehnlichkeitspunkte A^, A^^ A^ liegen in einer geraden Linie. 
Auf ganz ähnliche Weise schliesst man, dass sowohl die drei 
Aehnlichkeitspunkte A^^ 7, , 7,, als auch A^^ 7,, I^, so wie 
auch A^J 7,, 73 in geraden Linien liegen J^) Wir ßnden daher 
folgenden Satz: 

»Von den sechs Aehnlichkeitspunkten, welche zu drei be- 
liebigen gegebenen Kreisen, paarweise genommen, gehören, 
liegen viermal je drei in einer geraden Linie, nämlich es 
liegen die drei äusseren, und jeder äussere mit den beiden 
nicht zugehörigen inneren Aehnlichkeitspunkten in einer ge- 
raden Linie.« 

Diese genannten vier geraden Linien, von welchen jede 
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durch drei Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise geht, und 
mithin zu allen drei Kreisen ähnliche L^e hat, wollen wir 

»Aehnlichkeitslinien der drei Kreise Jf,, Jf,, ifj«, 
nennen, [30] und zwar die Linie ^3 ^^^^ äussere, und die 
di-ei Linien A^ I^ I^ , A^ ^1-^3? -^1 ^2 -^3 innere Aehnlichkeits- 
linien. 

Da die beiden äusseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier 
ausser einander liegender Kreise sich im äusseren, dagegen 
die beiden inneren gemeinschaftlichen Tangenten sich im inneren 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise schneiden (Nr. 7, Fig. 14): so 
folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende: 

»Legt man an je zwei von drei der Grösse und Lage nach 
gegebenen ausser einander liegenden Kreisen Jf^, Jf,, M^ 
(Fig. 16) die beiden Paare gemeinschaftlicher Tangenten (d. h, 



r^^ 




Fig. 16. 

die beiden äusseren und die beiden inneren): so liegen so- 
wohl die drei Durchschnittspunkte (J.3, A^^ A^) der drei Paare 
äusserer Tangenten*), als auch der Durchschnittspunkt jedes 
Paares äusserer Tangenten mit den zwei Durchschnittspunkteu 
der beiden nicht zugehörigen Paare innerer Tangenten (d. i. 
Jj/,/^, J,/, /.,, -4^/^/J in einer geraden Linie.« 

Da nach Nr. 7 der Berührungspunkt zweier Kreise zugleich 
ein Aehnlichkeitspunkt derselben ist, so folgt daraus und aus 
dem obigen Satz ferner: 

>Wenn irgend ein beliebiger Kreis M.^ zwei gegebene Kreise 
if,, M^ berührt, so liegen die beiden Berührungspunkte mit 



*) Diesen ersten Fall beweist M. Hirsch im zweiten Bande, 
Seite 368 seiner »Sammlung geometrischer Sätze etc.« 
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einem der beiden Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise 
in einer geraden Linie.« 

Denn da die Punkte, in welchen der Kreis M^ die beiden 
gegebenen Kreise Jtf, , M^ berührt, zugleich zwei von den vier 
Aehnlichkeitspunkten J^^, /^, Ä^, /, sind, welche jener Kreis 
mit diesen beiden gemein hat: so sind die genannten Berüh- 
rungspunkte zugleich entweder 

1) die beiden Aehnlichkeitspunkte A^^ und Ä^, 

oder 2) - - - /j - /,, 

oder 3) - - - J^ - 7^, 

oder 4) - - - I^ - A^y 

und liegen folglieh in den beiden ersten Fällen (1, 2) mit dem 

äusseren A^ , und in den beiden letzten Fällen (3, 4) mit dem 

inneren Aehnlichkeitspunkt /g der gegebenen Kreise Jf,, M^ 

in einer geraden Linie. Man kann daher den vorliegenden 

Satz auch bestimmter, wie folgt, aussprechen: 

»Berührt irgend ein Kreis Jl/g zwei der Grösse und Lage 
nach gegebene Kreise M^ , M^ gleichartig (d. h. entweder 
beide innerlich (1) oder beide äusserlich (2)): so liegen die 
beiden Berührungspunkte mit dem äusseren A.^; berührt er 
aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen äusserlich und 
den anderen innerlich (3, 4)) : so liegen die beiden Berührungs- 
punkte mit dem inneren Aehnlichkeitspunkt (Zj) der gegebenen 
Kreise in einer geraden Linie.« 

[31] 

§ in. Von der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, 

die in einerlei Ebene liegen. 



9. 



Nach § L Nr. 4 
können zwei gege- 
bene Kreise If,, jlf, 
in denselben Punk- 
ten A, B, C, D, 
in welchen sie von 
irgend einem Kreise 
P rechtwinklig ge- 
schnitten werden, 
zugleich von vier 
bestimmten Kreisen 
berührt werden. 




Fig. 17. 



Nämlich, schneidet z. B. der Kreis P (Fig. 17) die beiden 

2* 
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• 

gegebenen Kreise M^ , M^ in den Punkten A, D, C, B recht- 
winklig: so können dieselben von einem bestimmten Kreise 
in den Punkten A, B^ und von einem zweiten Kreise in den 
Punkten D, G gleichartig, dagegen von einem dritten Kreise 
in den Punkten A^ G, und endlich von einem vierten Kreise 
in den Punkten D, B ungleichartig berührt werden. 

Nach § IL Itr. 8 liegen aber die beiden Berührungspunkte, 
in welchen irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise Jf, , if, 
gleichartig berührt, mit dem äusseren Aehnlichkeitspunkt {A^)y 
dagegen die Berührungspunkte, in welchen irgend ein Kreis 
die gegebenen ungleichartig berührt, mit dem inneren Aehn- 
lichkeitspunkt (73) derselben in einer geraden Linie. Folglich 
liegen die vier genannten Punkte A^ D, C, J5, in welchen 
irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise M^, M^ rechtwinklig 
schneidet, sowohl paarweise mit dem äusseren {A.J als auch 
mit dem inneren Aehnlichkeitspunkt (Jg) der letzteren Kreise 
in geraden Linien. Das heisst: je drei Punkte A.^ABj A^DG, 
AI^G, DI^B liegen in einer geraden Linie. Wir finden also 
den folgenden Satz: 

»Schneidet irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise M^, 
il/, rechtwinklig: so liegen die vier Durchschnittspunkte Aj Z>, 
C, B, paarweise, sowohl mit dem äusseren Aehnlichkeitspunkt 
(JI3) als auch mit dem inneren Aehnlichkeitspunkt (/g) der 
gegebenen Kreise in geraden Linien. « Oder, was dasselbe ist : 

»Legt man aus irgend einem äusseren Punkt P der Linie 
der gleichen Potenzen {PG) zweier gegebenen Kreise M^, M^ 
vier Tangenten PA^ PD^ PG, PB an die letzteren, verbindet 
die vier Berührungspunkte A, B, G, D derselben paarweise 
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser 
Linien BA und GD in einem constanten Punkt A^ (dem 
äusseren Aehnlichkeitspunkt), zwei andere AG und BD in 
einem constanten Punkt I^ (dem inneren Aehnlichkeitspunkt), 
dagegen ist der Ort des Durchschnittspunkts P, des dritten 
Linienpaars D A und GB die genannte Linie P G selbst (§ I. 
Nr. 4), und endlich geht jede der beiden letzteren Linien DA^ 
GB durch einen constanten Punkt (0,, Oj) (§ L Nr. 5)«*). 



*) Dieser Satz ist ein specieller Fall des Satzes VII in Nr. 8 
der Abhandlung im Journal f. Math. Bd. 1 S. 38 (Gesamm. Werke 
Bd. 1 S. 1;. Die gegenwärtige Linie PG entspricht der dortigen 
Linie L, und die dortige Linie / ist hier unendlich entfernt. 
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[32] 10. 

Da alle möglichen Kreise P, welche zwei gegebene Kreise 
M^ , iX, rechtwinklig schneiden, die Axe Ä^ M^ /g M^ der letz- 
teren Kreise zusammen zur Linie der gleichen Potenzen haben 
(§ I. Nr. 5) ; und da ferner, wie so eben erwiesen (Nr. 9), die 
vier Punkte, in welchen ein solcher Kreis P die beiden ge- 
gebenen Kreise schneidet, paarweise, sowohl mit dem äusseren 
als mit dem innneren Aehnlichkeitspunkt der letztern in ge- 
raden Linien liegen: so folgt, dass 

A,AXA3S = Ä,DXÄ,G und I,ÄyjI,C = I,D XI.B 

constante Producte sind, wie auch der schneidende Kreis, unter 
der gegebenen Bedingung, seine Grösse und Lage ändern mag. 
Denn das erste Product ist gleich der Potenz des Punkts ^3 
in Bezug auf den Kreis P, und das letztere Product ist gleich 
der Potenz des Punkts /., in Bezug auf denselben Kreis P; 
folglich sind beide Producte constant, weil, wie schon bemerkt, 
alle Kreise P die Linie A.^ Zj zur Linie der gleichen Potenzen 
haben. 

Bezieht man diese Eigenschaft auf die beiden gegebenen 
Kreise 1/^, ilf^, so entspringt daraus folgender Satz: 

»Zieht man aus einem Aehnlichkeitspunkt A^ oder I^ zweier 
gegebenen Kreise J/, , JZj irgend eine gerade Linie A^AB 
oder AI^Cj welche die Kreise schneidet: so ist das Product 
A^A X ^sP oder AI^ X ^^3 aus den Abständen des Aehn- 
lichkeitspunkts von zwei Durchschnittspunkten A und B oder 
A und C der genannten Linie und der beiden Kreise, deren 
zugehörige Radien M^A und if,P oder M^A und M^C nicht 
parallel sind, von constanter Grösse.« 
Dieses constante Product wollen wir 

»gemeinschaftliche Potenz der beiden gege- 
benen Kreise If^, M^ in Bezug auf ihren Aehn- 
lichkeitspunkt A^ oder I^« 
nennen. 

11. 

Es ist aber die Potenz des Punkts A^ in Bezug auf den 
Kreis P, wenn die gegebenen Kreise ü/j, 31^ ausser einander 
liegen, wie in Fig. 17, gleich dem Quadrat der aus dem Punkt 
an den Kreis P gelegten Tangente A^E, folglich ist diese 
Tangente für jeden Kreis P von unveränderlicher Grösse. 
Beschreibt man also mit derselben um den Punkt A^ einen 
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Kreis ^3, so schneidet derselbe jeden Kreis P rechtwinklig. 
Dagegen ist die Potenz des Punkts J^, welcher innerhalb des 
Kreises P liegt, gleich dem Quadrat der halben durch- den- 
selben gehenden kleinsten Sehne des Kreises P (§ I. Nr. 2), 
und mithin hat diese halbe Sehne für jeden Kreis P einerlei 
Grösse, oder, ein mit derselben um den Punkt /, beschriebener 
Kreis /., wird von jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten, 
d. h. die Punkte, [33J in welchen irgend ein Kreis P den 
Kreis Z, schneidet, sind zugleich die Endpunkte eines Durch- 
messers des letzteren Kreises. 

Diese beiden genannten um die Aehnlichkeitspunkte Ä^ 
und /g beschriebenen Kreise J3 , I^^ deren Kadien ins Quadrat 
erhoben gleich sind den gemeinschaftlichen Potenzen der ge- 
gebenen Kreise M^ , M^ in Bezug auf die Punkte A.^^ I^y 
sollen 

»Potenzkreise der beiden gegebenen Kreise J/^, il/,« 

heissen, und zwar der Kreis A^ der äussere und der Kreis I.^ 
der innere Potenzkreis. 

Es ist noch zu bemerken, dass im Fall die gegebenen 
Kreise in einander liegen (wie in Fig. 7), alsdann das Umge- 
kehrte Statt findet, nämlich, dass in diesem Fall der innere 
Potenzkreis /, jeden Kreis P rechtwinklig schneidet, der 
äussere Potenzkreis ^3 aber von jedem Kreise P im Durch- 
messer geschnitten wird. Und wenn ferner die beiden gege- 
benen Kreise M^ , M^ einander schneiden, so schneidet sowohl 

der äussere als der innere Potenzkreis jeden Kreis P recht- 
winklig. ^3j 

12. 

Da die beiden Punkte ^1 und B oder D und C, (Fig. 17), 
für welche nach Nr. 10 das Product A^A X ^3 ^ = A^ D X A^ 
constant ist, oder welche in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt 
A.^ die Potenz bestimmen, auf einerlei Seite des letzteren Punkts 
(J3) liegen: so soll dieses heissen: »die dem Aehnlichkeits- 
punkt A^ zugehörige Potenz sei äusserlich; und weil 
die Pimkte A und G oder D und B, welche in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspunkt /, die gemeinschaftliche Potenz der gege- 
benen Kreise 3I^ , 3f^ bestimmen, auf verschiedenen Seiten des 
Punkts Z, liegen, so wollen wir sagen: die zum Aehnlich- 
keitspunkt /., gehörige gemeinschaftliche Potenz der 
gegebenen Kreise sei innerlich.« 

Ueberhaupt wollen wir von irgend zwei Punkten X und Y, 
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welche mit dem Punkt A^ in gerader Linie und auf einerlei 
Seite desselben liegen , und zwar in solchen Abständen von 
demselben, dass das Product Ä^X ^^ A^Y gleich ist der zu A^ 
zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise, 
sagen: »sie seien potenzhaltend in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspunkt tI^«. Eben so sollen zwei beliebige 
Punkte X und Y, welche mit dem Punkt I^ in gerader Linie, 
aber auf entgegengesetzten Seiten desselben liegen, und zwar in 
solchen Abständen von demselben, dass das Product I^Xy^ I^Y 
gleich ist der zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz: »potenz- 
haltende Punkte in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punkt Zj«, heissenJ^) 

Endlich wollen wir von jedem beliebigen Kreise K^ dessen 
Potenz in Bezug auf einen der beiden Aehnlichkeitspunkte A^ 
oder I, gleichartig (äusserlich oder innerlich) und gleich ist 
der zu demselben Punkt gehörigen gemeinschaftlichen Potenz 
der gegebenen Kreise M^3I;^ sagen: »er sei [34] potenz- 
haltend in Bezug auf den jedesmaligen Aehnlich- 
keitspunkt«. 

Alsdann ist klar, dass jeder Kreis, welcher durch irgend 
zwei potenzhaltende Punkte geht^ ebenfalls potenzhaltend 
ist; ferner: dass jeder Kreis K^ welcher in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspunkt A^ potenzhaltend ist, den Potenzkreis A^ 
rechtwinklig, und dass jeder Zi-eis JT, welcher in Bezug 
auf den Aehnlichkeitspunkt I^ potenzhaltend ist, den Po- 
tenzkreis Z, im Durchmeaser schneidet.^ •'*) 

Da nun derjenige Kreis, welcher die beiden gegebenen 
Kreise in den Punkten A und B (oder D und G) gleichartig 
berührt (Nr. 9), vermöge dieser Punkte in Bezug auf den 
äusseren Aehnlichkeitspunkt A^ potenzhaltend ist; und da 
eben so derjenige Kreis, welcher die gegebenen Kreise in den 
Punkten A und C ungleichartig berührt, vermöge dieser Punkte 
in Bezug auf den inneren Aehnlichkeitspunkt /g potenzhaltend 
ist, so folgt nachstehender Satz: 

»Jeder Kreis Ä", welcher zwei gegebene ausser einander 
liegende Kreise J/,, M^ gleichartig (d. i. entweder beide äusser- 
lich oder beide einschliessend) berührt, ist in Bezug auf den 
äusseren Aehnlichkeitspunkt A^ derselben potenzhaltend und 
schneidet den äusseren Potenzkreis A.^ derselben rechtwink- 
lig. « Und : 

»Jeder Kreis Ä", welcher zwei gegebene ausser einander 
liegende Kreise l/p M^ ungleichartig berührt, ist in Bezug auf 



24 Jacob Steiner. 

den inneren Aehnlichkeitspunkt Z, derselben potenzhaltend und 
schneidet den inneren Potenzkreis I^ derselben im Durchmesser. « 

Aehnliches findet Statt, wenn die gegebenen Kreise, an- 
statt ausser einander, entweder in einander liegen oder einan- 
der schneiden. 

13. 

Da nach Nr. 12 jeder Kreis K, welcher zwei gegebene 
Kreise Jf^, M^ gleichartig berührt, in Bezug auf den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt Ä^y und jeder Kreis K, welcher dieselben 
ungleichartig berührt, in Bezug auf den inneren Aehnlichkeits- 
punkt /g derselben potenzhaltend ist, so folgen nachstehende 
Sätze : 

»Alle Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise 
3I^ , J/, gleichartig berührt, haben den äusseren Aehnlichkeits- 
punkt Ä^ der letzteren Kreise gemeinschaftlich zum Punkt 
der gleichen Potenzen.« Und: 

»Alle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise ü/j, 
J/j ungleichartig berührt, haben den inneren Aehnlichkeits- 
punkt der letzteren gemeinschaftlich zum Punkt der gleichen 
Potenzen.« Oder auch: 

»Wenn von irgend zwei beliebigen Kreisen iV, , iV, jeder 
zwei gegebene Kreise M^ , M^ gleichartig berührt : so geht die 
Linie der gleichen Potenzen des ersten Kreispaares durch den 
äusseren Aehnlichkeitspunkt Ä^ des letzteren.« Und: 

[35] »Wenn von irgend zwei Kreisen, AT^, iV^, jeder zwei 
gegebene Kreise ilf^ , M^ ungleichartig berührt: so geht die 
Linie der gleichen Potenzen des ersteren Kreispaars durch den 
inneren Aehnlichkeitspunkt des letzteren.« Es folgt ferner: 

»Wenn jeder der beiden Kreise üf, , M^ mehrere Kreise 
N^J iV^j , iVj ... gleichartig berührt : so geht die Linie der 
gleichen Potenzen jener beiden Kreise durch den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt je zweier der letzteren, oder die Kreise 
iY,, iVj, iVj . . , haben die genannte Linie zur gemeinschaft- 
lichen Aehnlichkeitslinie. « Oder überhaupt: 

»Alle Kreise iV^, JV,, N^ . . ., von denen jeder zwei ge- 
gebene Kreise M^ , 1/, gleichartig berührt , haben die Linie 
der gleichen Potenzen ^(12) der letzteren zur gemeinsamen 
Aehnlichkeitslinie. « Und : 

»Alle Kreise iV"^, AT«, iVg . , ., von denen jeder zwei ge- 
gebene Kreise Jf^, Jf^ ungleichartig berührt, haben die Linie 
der gleichen Potenzen der letzteren zur gemeinsamen Aehnlich- 
keitslinie. « 
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§ IV. Verallgemeinerung und geometrische Lösung der Malfatti- 

Bchen Aufgabe. 

Um die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I, II, III) 
aufgestellten Sätze an einem dazu geigneten Beispiele zu zeigen, 
fügen wir die geometrische Lösung und zugleich die Verallge-, 
meinerung der J/a^/a^^t'schen Aufgabe*), jedoch ohne Beweis, 
hinzu : 

14. 

Aufgabe. 

»In ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 18) drei Kreise 
a, 6, c zu beschreiben, die einander und jeder zwei Seiten 
des Dreiecks berühren, d. h. so: dass der Kreis a die Seiten 
AB und AC^ und der Kreis h die Seiten BA und BC, und 
der Kreis c die Seiten CA und CB berührt.« 




Fig. 18. 

Auflösung. 
1) Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch 

*) Man sehe: 0?//e, Sammlung mathematischer Aufsätze, I. Band, 
S. 133, Lchmtis, Lehrbuch der Geometrie, 2. Band, und Oergomie, 
Annales de Matlicniatiques^ Tom. I, IL 
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die drei Linien AM^ BM, CM] so treffen sich diese drei 
Linien bekanntlich in einem und demselben Punkte M. 

2) In das Dreieck AMB beschreibe man den Kreis c, ^ 
welcher die Seite AB in dem Punkte i\ berührt, und in das 
Dreieck BMC beschreibe man den Kreis a^. 

[36] 3) Aus dem Punkte C^ lege man an den Kreis a^ 
die Tangente C^.lj,^^^) und beschreibe 

4) in das Dreieck C\A<^B den Kreis ft, so ist dieser einer 
der verlangten drei Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise a, c werden auf ganz 
ähnliche Weise gefunden. Nämlich die genannte Tangente 
C^B^A^ berührt nicht allein den Kreis a, , sondern zugleich 
auch den in das Dreieck AMC beschriebenen Kreis b^, so 
dass also der in das Dreieck C^B^A beschriebene Kreis a 
ebenfalls einer der gesuchten drei Kreise ist. Auf gleiche 
Weise kann ferner aus dem Punkte B^ , in welchem der Kreis 
h^ die Seite AC berührt, eine Linie gezogen werden, welche 
nicht allein die beiden Kreise a, und c^ , sondern auch die 
beiden gesuchten Kreise a und c berührt; und eben so geht 
eine Linie durch den Punkt A^^ in welchem der Kreis a, die 
Seite BC berührt, welche jeden der vier Kreise 6,, c, , &, c 
berührt. 

Da die beiden Kreise a und h einander berühren,^') und 
jeder derselben die Linie C^B^A^ berührt: so ist leicht zu 
sehen, dass sie dieselbe in einem und demselben Punkte berüh- 
ren. Eben so berühren die beiden Kreise a und c die durch 
den Punkt B^ gehende genannte Linie in einem und demselben 
Punkte ; und gleichermaassen berühren die beiden Kreise h und 
€ die durch den Punkt ^1^ gehende genannte Linie in einem 
und demselben Punkte. Daher treffen die drei genannten ge- 
raden Linien, welche durch die Punkte (/, , B^, A^ gehen, 
in einem und demselben bestimmten Punkt zusammen (§ I. 
Nr. 4).!^) 

Die Aufgabe lässt keinesweges blos eine Auflösung zu. Es 
können vielmehr die drei gesuchten Kreise auch ausserhalb 
des gegebenen Dreiecks liegen, und dessen verlängerte Seiten 
berühren, also z. B. über der Seite B C im Räume J/, , oder 
über der Seite CA im Räume il/,, oder über der Seite AB 
im Räume M.y Halbiert man nämlich jeden der sechs Winkel 
(die inneren und die äusseren) des gegebenen Dreiecks, so 
schneiden sich von den Theilungslinien viermal drei in 
einem und demselben Punkte. Dieses sind die vier Punkte 
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if, J/p M^j il/y. Jeder dieser vier Punkte, z. B. der Punkt M 
bildet mit den Eckpunkten des gegebenen Dreiecks ABC die 
drei Dreiecke AMB^ BMG^ GMA. Die drei Seiten eines jeden 
dieser Dreiecke können von vier bestimmten Kreisen berührt 
werden, so dass also zu diesen drei Dreiecken zwölf bestimmte 
Kreise gehören, unter welchen die oben genannten drei Kreise 
a, , ft^ , Cj mit inbegriflfen sind. Es scheinen, mittelst der ge- 
nannten zwölf Kreise, nach Art der vorstehenden Auflösung, 
wenigstens acht verschiedene Auflösungen möglich zu sein. 
Und da ein Gleiches in Bezug auf jeden der drei übrigen 
Punkte M^ , J/, , M.^ Statt findet : so lässt die Aufgabe wenig- 
stens 32 verschiedene Auflösungen zu, welche alle der obigen 
Auflösung ähnlich sind.^^) 

[37] Unter diesen 32 Auflösungen sind die speziellen Fälle, 
wo zwei der drei gesuchten Kreise eine Seite des gegebenen 
Dreiecks in einem und demselben Punkt berühren, nicht mit- 
gerechnet; sondern es giebt solcher spezieller Fälle ausserdem 
48. So sind z. B. unter den 32 Auflösungen, welche im I. Bande 
S. 348 der Annalen der Mathematik von Qergonne von der 
obigen Aufgabe aufgezählt werden, 24, welche zu den hier 
ausgeschlossenen 48 Fällen gehören. 

Di^ vorliegende Aufgabe kann übrigens auch als ein speziel- 
ler Fall von der folgenden allgemeinereu Aufgabe angesehen 
werden. 

15. 

Aufgabe. 

»Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind 
der Grösse und Lage nach gegeben; mau soll drei andere 
Kreise beschreiben, die einander berühren, und von denen jeder 
zwei der gegebenen Kreise berührt, jedoch so, dass auch jeder 
der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden Kreisen 
berührt. « 

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise i/j, J/^, 3/, (Fig. 19) 
gegeben sind, so soll man drei Kreise wi, , wt^, m, finden, 
welche einander in den Punkten ö^ , 6, , h.^ berühren, und von 
welchen zugleich der Kreis m^ die Kreise M^ und M.^^ der 
Kreis m^ die Kreise M^ und J/3 , und der Kreis m.^ die Kreise 
J/j und j/, berührt. 

Auflösung. 

1) Man suche die drei äusseren Aehlilichkeitspunkte 
^3, A^^ ^, , welche zu den drei gegebenen Kreisen J/j , Jl/j, 
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J/3, paarweise genommen, gehören (§ IL Nr. 7), und con- 
struire die zu diesen Aehnlichkeitspunkten gehörigen Potenz- 
kreise ^3, A^j A^ (§ ni. Nr. 11), deren Radien respective 
yljCj, A^C^j ^1^4 sind, und welche Kreise sich in einem 
bestimmten Punkt D^^) schneiden werden. 




Fig. 19. 

2) Hierauf beschreibe man die drei Kreise jXj , jjl^ , [ji^ , 
von denen der erste die drei Kreise if^ , A^, A^, der zweite 
die drei Kreise Jfj, ^3, ^, , und der dritte die drei Kreise 
ifg, A^, A^ berührt. 

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie 
h^ B^ ß, durch den Berührungspunkt B^ der Kreise ilf, und ji, 
geht, und welcher die Kreise ji,, [X3 berührt, jedoch so, dass 
er den Kreis [Xg, welcher von dem kleineren [M^ der beiden 
Kreise ilf^, M^ abhängig ist, einschliessend berührt. 

4) 80 ist endlich derjenige Kreis w^, welchen man so 
beschreibt, dass er die Kreise Jf,, i/3 und den Kreis (ö^B, ßj 
berührt, einer der drei gesuchten Kreise. 

[38J Die beiden übrigen gesuchten Kreise m^ , m^ findet 
man auf ähnliche Weise. Z. B. der Kreis m^ kann aus der 
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vorstehenden Coustruetion unmittelbar gefunden werden, wenn 
man statt des Kreises m^ (4) einen Kreis m.^ beschreibt, welcher 
die Kreise M^^ M^ und den Kreis [h^B^^^ berührt. Es ist 
zu bemerken, dass die beiden Kreise m^ und m^ den Hülfs- 
kreis (ftjJ9^ßJ in einem und demselben Punkt h^ berühren. 

Die vielen verschiedenen Auflösungen, welche diese Aufgabe 
zulässt, sind in der Hauptsache denen der vorstehenden ähn- 
lich; selbst wenn die gegebenen Kreise ifj, M^^ ifj, anstatt 
ausser einander zu liegen, wie in Fig. 19, einander schneiden 
oder in einander liegen, bleiben die Auflösungen sich völlig 
ähnlich. 

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise Jfj, if,, M^ 
schnitten einander, und zwar so, dass sie mehrere krumm- 
linige Dreiecke bildeten, hält alsdann die Eckpunkte Ä, Bj C 
eines solchen Dreiecks fest, und lässt die Kreise, durch un- 
endliche Zunahme, in gerade Linien tibergehen: so erhält mau 
aus der vorliegenden Aufgabe und Auflösung die Aufgabe und 
Auflösung Nr. 14; nämlich die gegenwärtigen Potenzkreise ^1,, 
Ä;^ , A.^ gehen dann in die dortigen geraden Linien Ä 31, BMj 
GM über, u. s. w. , so dass in dieser Hinsicht die Aufgabe 
Nr. 14, wie oben gesagt, als ein spezieller Fall der gegen- 
wärtigen Aufgabe angesehen werden kann. 

Die vorstehende Aufgabe kaun aber selbst wieder als ein 
spezieller Fall der folgenden angesehen Averden. 

16. 
Aufgabe. 

»Auf einer Kugelfläche sind drei beliebige Kreise 1/,, if^, 
M.^ der Grösse und Lage nach gegeben; man soll auf der- 
selben Kugelfläche drei andere Kreise m^^ m^, m^ finden, 
welche einander berühren, und von welchen zugleich der Kreis 
m, die Kreise Jf, und if,, der Kreis m, die Kreise M^ und 
il/g , und der Kreis m^ die Kreise if, und iXj berührt. « Oder 
was dasselbe ist: 

»Wenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei Scheitel- 
punkt haben, der Grösse und Lage nach gegeben sind: so 
soll man aus dem nämlichen Scheitel drei andere gerade Kegel 
beschreiben, welche einander berühren, und von denen jeder 
zwei der gegebenen Kegel berührt.« 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist derjenigen in (15) völlig 
ähnlich. Nämlich die in den Paragraphen I, II, IH, 
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entwickelten Lehrsätze von Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, 
finden auf ähnliche Weise bei Kreisen, die in einerlei Kugel- 
läche liegen, Statt, was an einem anderen Orte bewiesen 
werden soll. Wir erwähnen z. B. nur folgenden Satz: »So 
wie zu zwei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, zwei 
Aehnlichkeitspunkte gehören, von denen jeder der Mittelpunkt 
eines Potenzkreises ist: [39] eben so gehören auch zu irgend 
zwei Kreisen, die in einerlei Kugelfläche liegen, zwei Aehn- 
lichkeitspunkte (eigentlich vier, denn jeder ist doppelt vor- 
handen), von denen jeder der Pol eines bestimmten Kreises 
ist, welcher in gewisser Hinsicht die Stelle des Potenzkreiaes 
vertritt.« Und, wie nun alle jene Hülfssätze von Kreisen, 
die in einerlei Ebene liegen, welche bei der Auflösung in 
Nr. 15 erforderlich waren, auf analoge Weise bei Kreisen, 
die in einerlei Kugelfläche liegen. Statt finden: so ist auch 
die Auflösung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in Nr. 15 
vollkommen ähnlich, so dass letztere in der gegenwärtigen 
enthalten ist. 

Lässt man die Kugelfläche, durch unendliche Entfernung 
ihres Mittelpunkts, in eine Ebene übergehen, so geht zugleich 
die gegenwärtige Aufgabe in die Aufgabe Nr. 15 über, in 
welcher Hinsicht die letztere, wie in Nr. 15 gesagt, als ein 
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann. 

Ein anderer spezieller Fall der vorliegenden Aufgabe ist 
derjenige, wo die drei gegebenen Kreise auf der Kugelfläche 
in grösste Kreise übergehen, d. h. nachstehende Aufgabe. 

17. 
Aufgabe. 

»In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zu be- 
schreiben, welche einander berühren, und von denen jeder 
zwei Seiten des Dreiecks berührt.« Oder, was dasselbe ist: 

»In einen gegebenen dreikantigen Körperwinkel drei ge- 
rade Kegel zu beschreiben, welche einander berühren, und 
von denen jeder zwei Seitenflächen des Körperwinkels berührt.« 

Die Auflösung dieser speziellen Aufgabe ist derjenigen in 
Nr. 14 ähnlich. Statt der dortigen Hülfslinien AM, BM, CM, 
welche die Winkel des gegebenen Dreiecks halbiren, kommen 
Bogen grösster Kreise vor, welche die Winkel des gegebenen 
sphärischen Dreiecks halbiren, u. s. w. 

Eine noch allgemeinere Aufgabe als Nr. 16 ist folgende, 
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welche in gewisser Art alle bisherigen Aufgaben als spezielle 
Fälle in sich schliesst. 

18. 

Aufgabe. 

»Wenn auf irgend einer Oberfläche vom zweiten Grade 
drei beliebige ebene Curven (zweiten Grades) der Grösse und 
Lage nach gegeben sind: so soll man auf derselben Ober- 
fläche drei andere ebene Curven finden, welche einander be- 
rühren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven be- 
rührt. « 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der Form nach den 
Auflösungen der bisherigen Aufgaben, besonders Nr. 16 ganz 
ähnlich. Es finden nämlich die [40] Hülfsmittel für die bis- 
herigen Auflösungen auf ähnliche Weise auch bei ebenen 
Curven, die in einerlei Fläche zweiten Grades liegen, Statt, 
was an einem anderen Orte nachgewiesen werden soll. Z. B. 
zu irgend zwei ebenen Curven, die in einer solchen Fläche 
liegen, gehören (wie zu zwei Kreisen, die in einer Kugelfläche 
liegen (Nr. 16), zwei (eigentlich vier) Aehnlichkeitspunkte, und 
diese sind Pole zweier bestimmten ebenen Curven, (welche in 
derselben Fläche liegen und) welche in gewisser Art, in Be- 
zug auf die beiden gegebenen Curven, die Stelle der Potenz- 
kreise bei zwei Kreisen auf der Kugelfläche vertreten. ^i) Und 
so ist nun auch die Auflösung der vorliegenden Aufgabe der- 
jenigen in Nr. 16 oder in Nr. 15 vollkommen ähnlich, so dass 
letztere in der gegenwärtigen enthalten ist. 

19. 

Endlich ist noch zu bemerken, dass die in den Annalen 
der Mathematik von Gergonne im I. Bande S. 196 in der 
Note aufgestellte, dann im II. Bande S. 287 wiederholte, und 
endlich im X. Bande S. 298 in der Note wiederum in Erinne- 
rung gebrachte Aufgabe: 

»In einen gegebenen vierflächigen Körper vier Kugeln zu 
beschreiben, welche einander berühren, und von denen jede 
ausserdem drei Seitenflächen des gegebenen Körpers berührt,« 
mehr als bestimmt ist, wie leicht zu sehen. 

Statt dieser Aufgabe, deren Lösung nur in beschränkten 
speziellen Fällen möglich ist, kann man folgende Aufgabe auf- 
stellen : 
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»In einen von vier ebenen Flächen begrenzten gegebenen 
Körper drei Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren, 
und von denen jede ausserdem drei Seitenflächen des Körpers 
bertlhrt. « 

Diese Aufgabe ist gerade nur bestimmt. Sie zu lösen 
ist immer möglich. 



§ y. Fortsetzung der Folgerungen aus der gemeinschaftlichen 
Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 

20. 

Wenn eine gerade Linie zwei der Grösse und Lage nach 
gegebene Kreise schneidet, und durch einen der beiden Aehn- 
lichkeitspunkte derselben geht: so sind nach Nr. 7 die nach 
den Durchschnittspunkten gehenden Radien der Kreise paar- 
weise parallel, und nach Nr. 10 ist das Product aus den Ab- 
ständen zweier solcher Durchschnittspunkte, deren zugehörige 
Radien nicht parallel sind, von dem genannten Aehnlichkeits- 
punkt eine beständige Grösse, welche wir die gemeinschaftp- 
liehe Potenz der Kreise in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt 
genannt haben. Zum Beispiel: Zieht man aus dem äusseren 
Aehnlichkeitspuukte A der beiden gegebenen Kreise [41] ?», 
ilf (Fig. 20) die gerade Linie Ab.hBB^, welche die Kreise 




Fig. 20. 

in den Punkten /?, , &, B^ B^ schneidet: so sind sowohl die 
Radien mh^ und MB^ als auch mh und MB^ parallel; und 
andererseits sind sowohl die Punkte h und -B, als auch h^ und 
B^ in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt A potenzhaltend, 
d. h. das Product Ah Y^ AB =^ Ah^ y^ AB^ ist eine bestän- 
dige Grösse a*, wie auch immerhin die schneidende Linie ihre 
Lage ändern mag. 
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Es ist klar, dass einem bestimmten Punkt b oder b^ nur 
ein einziger Punkt B oder B^ so entspricht, dass beide zu- 
sammen in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt Ä potenzhaltend 
sind, d. h., dass beide Punkte auf einerlei Seite von Ä liegen 
(im gegenwärtigen Fall), und dass das Product Ab y^ AB oder 
^^^ X ^^4 einer gegebenen Grösse a^ gleich ist: so dass 
also jeder Punkt J9, welcher mit irgend einem Punkt b, der 
in der Peripherie des Kreises m liegt, in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunkt A potenzhaltend ist, nothwendig in der Peri- 
pherie des Kreises M liegt. Daher folgt der nachstehende 
Satz : 

»Ist in einer Ebene ein beliebiger Punkt A und ein Kreis m 
der Lage und Grösse nach gegeben, und zieht man aus dem 
Punkt eine gerade Linie, welche den Kreis in den Punkten b, 
b^ schneidet, nimmt in dieser Linie die Punkte J9, B^ so an, 
dass sie mit jenen Punkten ft, b^ auf einerlei Seite von A 
liegen, und das Product Ab y(^ AB = Ab^ y^ AB^ einer ge- 
gebenen Grösse a* gleich ist: so ist der geometrische Ort 
der Punkte B^ B^ die Peripherie eines bestimmten Kreises if, 
welcher mit dem gegebenen Kreise m den gegebenen Punkt A 
zum Aehnlichkeitspunkt und in Bezug auf diesen die genannte 
Grösse a* zur gemeinschaftlichen Potenz hat.« 

Aehnliches findet in Bezug auf den Innern Aehnlichkeits- 
punkt / (Nr. 7) zweier ausser einander liegender Kreise m, if, 
und bei zwei in einander liegenden, so wie auch bei zwei 
einander schneidenden Kreisen Statt. 



21. 

Haben die beiden Kreispaare m, M und m, , Jf, (Fig. 21) 
denselben Punkt A zum Aehnlichkeitspunkt und in Bezug auf 
denselben gleiche und gleichartige (Nr. 12) gemeinschaftliche 
Potenzen: so folgt, dass die Punkte, in welchen z. B. die 
Kreise Jf, Jf, einander schneiden, mit den Punkten, in welchen 
die Kreise m, m^ einander schneiden, in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunkt A potenzhaltend sind. Denn schneiden die Kreise 
Mj M^ einander in den Punkten B und C\ so folgt (Nr. 20), 
dass z. B. derjenige Punkt &, welcher mit dem Punkte B in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt A potenzhaltend ist, ver- 
möge der Voraussetzung und vermöge des Kreispaars m, J/, 
in der Peripherie des Kreises w, und vermöge des Kreis- 
paars m^ , if^ , in der Peripherie des Kreises m^ liegt, folglich 

Ostvald^s Klassiker. 123. 3 
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'42] liegt er in beiden Kreisen /«, m^ zngleicji, d. h. er ist 
einer ihrer Dorchsehnittspnnkte. Daher folgt: 

> Ilaben zwei Kreispaare m, 31 und w, , 3I^ einen nnd 
denselben Pnnkt A zum Aehnlichkeitspnnkt nnd in Bezug auf 
denselben gleiche nnd gleichartige gemeinschaftliche Potenzen: 
so liegen sowohl die Dnrchschnittspunkte der Kreise Ji/, JI^ 
mit denjenigen der Kreise tw, m, , als auch die Durchschnitts- 
punkte der Kreise J/, m^ mit denjenigen der Kreise m, Jf, , 
paarweise mit dem Aehnlichkeitspnnkt A in geraden Linien, 
d. h. AbBy AcC\ AdD, AeE sind gerade Linien.« 




Fig. 21. 

Es ist klar, dass, wenn z. B. die Punkte B^ C, in welchen 
die Kreise Jf, M^ einander schneiden, zusammenfallen, dann 
nothwendig auch die beiden Durchschnittspunkte 6, c der Kreise 
y//, m^ zusammenfallen; woraus, als specieller Fall des vor- 
liegenden Satzes, der nachstehende folgt: 

»Haben zwei Kreispaare m, M und m, , M^ einen und 
denselben Punkt A zum Aehnlichkeitspunkt und in Bezug auf 
denselben gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenzen, 
nnd berühren zwei von diesen Kreisen, die nicht ein Paar 
bilden (z. B. i/, ilf,), einander: so berühren auch die beiden 
übrigen Kreise (m, m^) einander, und die beiden Berührungs- 
punkte liegen mit dem Aehnlichkeitspunkte A in gerader Linie 
und sind in Bezug auf denselben potenzhaltend.« 

Nimmt man an, die beiden Kreise m^^ M^ fallen in einen 
einzigen Kreis M^ zusammen, so folgt ferner: 

»Ist die Potenz eines Kreises il/, in Bezug auf den Aehn- 
lichkeitspunkt A zweier gegebenen Kreise w, M gleich und 
gleichartig mit der gemeinschaftlichen Potenz der letzteren 
Kroiso in Bezug auf denselben Punkt: so berührt der Kreis 



Einige geometrische Betrachtungen. 



35 



i/j, wenn er einen der beiden Kreise 7n, M berührt, auch 
zugleich den anderen, und es liegen die beiden Berührungs- 
punkte mit dem Punkt Ä in gerader Linie und sind in Be- 
zug auf denselben potenzhaltend.« 

22. 

Aus dem Vorliegenden lassen sich unter andern nach- 
stehende merkwürdige Folgerungen ziehen. 

Es seien z. B. zwei beliebige in einander liegende Kreise 
n, N (d. h. die Kreise cdDG und feEF) (Fig. 22) gegeben, 
AG sei ihre Linie der gleichen Potenzen (Nr. 3), und die bei- 




Fig. 22. 

den Kreise jh, M berühren beide den Kreis N von innen, den 
Kreis n von aussen: so folgt (Nr. 13), dass der äussere Aehn- 
lichkeitspunkt A der beiden Kreise m, M in der Linie GA 
liegt, und ferner folgt (Nr. 12), dass die Potenz jedes der 
beiden gegebenen Kreise w, N in Bezug auf den Aehnlich- 
keitspunkt A gleich und gleichartig ist der gemeinschaftlichen 
Potenz der Kreise m, M in Bezug auf denselben Punkt. Da- 
her folgt ferner, dass, wenn der Kreis m^ [43] die drei Kreise 
n, iV, m berührt, alsdann auch derjenige Kreis ü/j, — welcher 
mit dem Kreise Wj den Punkt A zum Aehnlichkeitspunkt und 

3* 
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in Bezug auf denselben gleiche und gleichartige gemeinschaft- 
liche Potenz hat, wie das Kreispaar m, M, — die drei Kreise 
w, iV, M berührt (Nr. 21). Es ist klar, dass ein G leiches von 
einem folgenden Kreispaare m^ , M^, welches sie h an das 
Kreispaar m^, 31^ anschliesst, gilt; u. s. w. Man zieht daraus 
folgende Sätze: 

»Beschreibt man irgend zwei Kreise 7n, 3/, die beide einen 
Kreis N von innen und einen Kreis n von aussen berühren, 
während N und 7i in einander liegen: so liegt ihr äusserer 
Aehnlichkeitspunkt Ä in der Linie der gleichen Potenzen (GA) 
der gegebenen Kreise; und beschreibt man ferner auf gleiche 
Weise die Kreispaare m^ , M^ ; m, , Jf^ ; mg , Jlfg ; . . . , welche 
sich an einander anschliessen, d. h., welche einander der Ord- 
nung nach berühren: so hat jedes dieser Kreispaare denselben 
Punkt Ä zum äusseren Aehnlichkeitspunkt.« 

Denkt man sich die Reihe von Kreisen M^ M^^ M^, M^^ , . . ^ 
von denen jeder die beiden gegebenen Kreise w, N ungleichartig 
berührt, und welche einander der Reihe nach berühren, im 
Ringe fortgesetzt, so sind folgende verschiedene Fälle möglich : 
entweder kehrt die Reihe in sich selbst zurück oder nicht, 
d. h. 1) entweder gelangt man schon nach einem Umlaufe zu 
einem Kreise M^^ welcher sich dem Kreise Jlf anschliesst, so 
dass der darauf folgende Kreis J!fx+i mit dem Kreise M zu- 
sammenfällt, oder man gelangt erst nach mehreren Umläufen 
zu einem solchen Kreise üx, welcher sich gerade an den 
Kreis M anschliesst; oder 2] man gelangt nie, so lange man 
auch die Reihe fortsetzen mag, zu einem solchen Kreise, 
welcher sich dem Kreise M anschliesst, so dass der Raum, 
in welchem sich die Reihe befindet, für die letztere incom- 
mensurabel ist. Da nun nach dem vorstehenden Satze die 
Kreise m, m^, m^, . . ., respective mit den Kreisen M^ M^, 
ü/, , . . . , den Punkt A zum äusseren Aehnlichkeitspunkt 
haben: so folgt, dass, wenn man in der letzteren Reihe von 
Kreisen nach einem oder nach mehreren Umläufen zu einem 
solchen Kreise M^ gelangt, welcher sich dem Kreise 31 an- 
schliesst (ihn berührt), dann auch in der ersteren Reihe der 
ebensovielte Kreis m^ sich dem Anfangsgliede (m) dieser Reihe 
anschliesst, und dass die Reihe m, m,, m^,-. . . m^ eben so 
viele Umläufe enthält, als die Reihe If, i/^, M^, ... M^. 
Daraus schliesst man folgenden merkwürdigen Satz: 

»Ist der Zwischenraum zwischen zwei der Grösse und 
Lage nach gegebenen in einander liegenden Kreisen n, N 
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für eine bestimmte Reihe von Kreisen M^ M^^ M;^^ , . . My^^ von 
denen jeder jene beiden ungleichartig [44] berührt, und welche 
einander der Ordnung nach berühren, commensurabel, d. h., 
besteht die Reihe aus x-\-l Gliedern, welche u Umläufe bilden, 
und berührt der letzte Kreis ilfx wiederum den ersten M: so ist 
derselbe Zwischenraum für jede beliebige Reihe von Kreisen 
7??, mj , Tii^ , . . . ^?'x ) wo man auch das Anfangsglied i7i an- 
nehmen mag, commensurabel; und es besteht die letztere Reihe 
ebenfalls aus x-\-l Gliedern, welche u Umläufe bilden, wie 
jene erstere Reihe.« 

Es folgt aus diesem Satze zugleich: »dass, wenn der ge- 
nannte Zwischenraum für irgend eine bestimmte Reihe M^ M^ , 
if, , ... incommensurabel ist, er alsdann für jede andere Reihe 
m, m^ , m^ , ... ebenfalls incommensurabel ist. « 

Es ist noch zu bemerken, dass, im Fall die genannte Reihe 
in sich zurückkehrt, d. i. commensurabel ist, und u die Zahl 
der Umläufe derselben bezeichnet, dann die Zahl der Glieder 
der Reihe nicht kleiner sein kann ajs 2u-\-\, 

Aus dem Obigen folgt ferner: »dass, wenn z. B. der Kreis q 
die drei Kreise ??i, in^^ iV berührt, dann auch derjenige Kreis 0, 
— welcher mit ihm den Punkt Ä zum äusseren Aehnlichkeits- 
punkt und in Bezug auf diesen gleiche und gleichartige ge- 
meinschaftliche Potenz hat, wie die Kreispaare m^ M und m^ , 
Mx , — die drei Kreise if, 1/, , N berührt; oder dass also 
umgekehrt die beiden Kreise q^ 0, welche man in die beiden 
einander entsprechenden Arbelen (krummlinigen Dreiecke) hcd^ 
BGD beschreibt, mit den Kreispaaren w?, M und ?«, , M^ ein 
und denselben Punkt Ä zum Aehnlichkeitspunkt und in Be- 
zug auf diesen gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Po- 
tenz haben. Eben so haben diejenigen beiden Kreise o, 0, 
welche man in die Arbelen hef und BEF beschreibt, den 
nämlichen Punkt A zum äusseren Aehnlichkeitspunkt und in 
Bezug auf diesen gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Po- 
tenz, wie jedes der genannten Kreispaare. Und beschreibt 
man ferner in zwei neu entstandene einander entsprechende 
Arbelen, wie z. B. in den Arbelus hhk^ welcher zwischen den 
drei Kreisen ?;/, m^ , q liegt, und in den entsprechenden Ar- 
belus BUK, welcher zwischen den drei Kreisen if, 3/^, Q 
liegt, zwei Kreise ?*, R: so haben auch diese den nämlichen 
Punkt A zum äusseren Aehnlichkeitspunkt, u. s. w., von Ge- 
schlecht zu Geschlecht, bis ins Unendliche.« 

Alle die vorstehenden Sätze finden auf ganz gleiche Weise 
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Statt, wcDii an Stelle der beiden in einander liegenden Kreise 
n^ N zwei ausser einander liegende Kreise gegeben sind, 
wie man leicht einsehen wird. 

Ferner finden bei Kreisen, die in einer und derselben 
Kugelfläche liegen, so wie überhaupt bei ebenen Curven, die 
in einer und derselben Fläche zweiten Grades liegen, ähnliche 
Sätze Statt. Endlich finden auch analoge Sätze bei Kugeln 
im Räume Statt. Von allen diesen Sätzen soll an einem 
anderen Ort ausführlicher gehandelt werden. 22J 



[45j 23. 

Da die Berührungspunkte d^ D, in welchen der gegebene 
Kreis N die beiden Kreise m, M berührt, mit dem äusseren 
Aehnlichkeitspunkt A der letzteren Kreise in gerader Linie 




Fig. 2B. 

liegen (Nr. 8): so folgt, dass, wenn man in dem Punkte r/ 
an die beiden Kreise w, N (Fig. 23) die Tangente da legt, 
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welche die Linie der gleichen Potenzen AO der gegebenen 
Kreise n^ N in dem Punkte a schneidet, dann der Kreis m 
niit keinem anderen Kreise M oder |jl, welcher die gegebenen 
Kreise n^ N ungleichartig berührt, den Punkt« zum Aehn- 
lichkeitspunkt haben kann; sondern dass vielmehr der äussere 
Aehnlichkeitspunkt, welchen der Kreis m mit irgend einem 
jener Kreise gemein hat, entweder über oder unter dem Punkt a 
(in der Linie AO) liegt, je nachdem sich der letztere Kreis 
{M oder jx) auf der einen oder auf der anderen Seite des 
Kreises m befindet. Z. B., der äussere Aehnlichkeitspunkt A 
der Kreise ?;i, M liegt oberhalb, und der äussere Aehnlich- 
keitspunkt a der Kreise m, |x liegt unterhalb des Punktes a. 
Da jede beliebige gerade Linie ApP^ welche durch den 
äusseren Aehnlichkeitspunkt A der beiden Kreise m^ M geht, 
eine äussere Aehnlichkeitslinie dieser Kreise ist (Nr. 7), d. h., 
da die aus den Mittelpunkten m^ M nach jener Linie gezogenen 
Parallelen mp^ MF sich wie die Radien der Kreise wi, M, 
oder, wenn man diese Radien durch ?•, R bezeichnet, wie r 
zu i? verhalten, so ist 

7np MP 

Ebenso hat man, wenn man nach der Linie airp, welche 
durch den äusseren Aehnlichkeitspunkt a der Kreise m^ jx 
geht, die Parallelen mp^ jxt: zieht und den Radius des Kreises ja 
durch p bezeichnet: 

mp JXTT 

r p 

Zieht mau nun die gerade Linie ar^^pP^: so schneidet sie 
offenbar von den Linien ^/tt, MP die Stücke inr, , PP^ ab, 

SO dass folglich der Quotient —^ grosser ist, als jeder der 

beiden Quotienten ^—^ und — ^ • Daraus folgt, dass der 

p K 

Quotient des Kreises m (der dem Kreise m zugehörige Quotient) 

ein Grösstes (Maximum) ist. Das heisst: 

> Zieht man aus irgend einem Punkt a der Linie der gleichen 

Potenzen {AO) zweier gegebenen in einander liegenden Kreise 

n, N eine gerade Linie ap im Winkel maiii^'^^)^ und femer 

aus den Mittelpunkten m, jx, J/, . . . beliebiger Kreise m^ p., 

3/, . . . , von denen jeder die gegebenen Kreise ungleichartig 
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bertthi-ty nach jener Linie ap^ in irgend einer Richtung, die 
Parallelen mp^ [x-,, if Pj , . . . und dividiert diese dnrch die 
Radien r, p, j?, .... der respectiven Kreise ?«, ji, 3f, . . . : 
so ist der Quotient desjenigen Kreises vi [46] (d. h. der Quotient, 
welcher zu diesem Kreise gehört^ welcher mit dem Kreise N 
zusammen von der Tangente ad in einem und demselben 
Punkte d berührt wird, unter allen übrigen Quotienten der 
grösste. « 

Aus ganz gleichen Gründen ist auf der anderen Seite der 
Linie ap: »der Quotient desjenigen Kreises w^, welcher mit 
dem Kreise N zusammen von der Tangente ad^ in einem und 
demselben Punkte d^ berührt wird, unter den Quotienten aller 
auf dieser Seite liegenden Kreise der gi-Össte.« 

Nimmt man die zuerst beti'achtete Seite der Linie ap als 
positiv und die letztere als negativ an, so ist alsdann: »der 
Quotient des Kreises ?«, in Bezug auf die Linie ap, der grösste 
positive, und der Quotient des Kreises m^ ist der grösste 
negative.« 

In Bezug auf eine Linie aber, welche nicht im Winkel 
mavi^ liegt 23). ist von den Quotienten der beiden Kreise 7W, w^ 23j 
der eine unter allen übrigen der grösste, und der andere der 
kleinste. Nämlich: in Bezug auf irgend eine Linie ap^^ welche 
den Winkel Äam theilt, ist der Quotient des Kreises m unter 
allen übrigen der kleinste, und der des Kreises m^ unter 
allen der grösste; dagegen ist in Bezug auf irgend eine Linie 
r/jöj, welche den Winkel Oam^ theilt, der Quotient des Kreises m 
unter allen übrigen der grösste, und der des Kreises m^ unter 
allen der kleinste. 

Nach dem Bisherigen kann nun die nachstehende Aufgabe 
leicht und elegant gelöst werden. 

Aufgabe. 

»Wenn zwei beliebige in einander liegende Kreise 9^, A^ 
der Grösse und Lage nach gegeben sind: so soll man unter 
allen Kreisen vu w, , jx, ilf, . . ., von denen jeder jene bei- 
den ungleichartig berührt, denjenigen finden, dessen Quotient 
in Bezug auf eine gegebene gerade Linie (ap oder ap^ oder 
ap^) ein Maximum oder ein Minimum ist, so dass, wenn 
man aus den Mittelpunkten m^ 7W,, fx, i/, ... jener Kreise, 
nach der gegebenen geraden Linie, in irgend einer Richtung, 
Parallelen zieht, und diese durch die Radien der respectiven 
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Kreise dividirt, dann von diesen Quotienten dem gesuchten 
Kreise der grösste oder der kleinste zugehöre.« 

Auflösung. 

1), Man beschreibe einen willkürlichen Kreis K^ welcher 
die gegebenen Kreise n^ N m den Punkten Z>, 6^, B^ B^ 
schneidet, und ziehe die Sehnen hh^ , BB^ , welche derselbe 
mit den letzteren Kreisen gemein hat, und welche Sehnen 
einander in einem bestimmten Punkte G schneiden. 

2) Aus dem Punkte G fälle man auf die Axe nN der 
gegebenen Kreise das Loth GOa^ welches die gegebene ge- 
rade Linie (ap oder ap^ oder ap^] in dem Punkt a schneidet, 
und welches Loth die Linie der gleichen Potenzen der beiden 
gegebenen Kreise w, N ist (Nr. 4). 

[47] 3) Aus dem Punkt a lege man die Tangenten ae^ 
ae^ , arf, ad^ an die gegebenen Kreise w, iV, welche die letz- 
teren in den Punkten e, e^, d^ d^ bertthren, und beschreibe 

4) diejenigen beiden Kreise m^ m^ , von denen der erstere 
die gegebenen Kreise w, N in den Punkten e, d und der 
letztere in den Punkten e^ , rf, berührt (§ 1 Nr. 4) : so leisten 
diese, wie aus dem Obigen folgt, der vorgelegten Aufgabe 
Genüge. 

Beschreibt man ferner diejenigen beiden Kreise v, v^, von 
denen der erste die gegebenen Kreise w, N in den Punkten 
ß^, d und der letztere in den Punkten e, d^ berührt; so folgt 
ans ganz ähnlichen Gründen, dass diese Kreise der Aufgabe 
Genüge leisten, wenn unter allen Kreisen v, v^ . . ., welche 
die gegebenen gleichartig (anstatt ungleichartig) berühren, 
diejenigen verlangt werden, deren Quotienten, in Bezug auf 
die gegebene gerade Linie, ein Maximum oder Minimum .sein 
sollen. 

Es ist noch zu bemerken, dass Alles, was in dem Vor- 
liegenden (Nr. 23) in Bezug auf die beiden in einander liegen- 
den Kreise n, N gesagt wurde, auch auf ganz ähnliche Weise in 
Bezug auf zwei ausser einander liegende Kreise Statt findet. 
Ferner finden analoge Sätze bei Kugeln im Räume Statt. Wären 
z. B. anstatt der Kreise w, N zwei Kugeln, und anstatt der 
geraden Linie ap (oder ap^ oder ap^ irgend eine Ebene ge- 
geben, und sollte man unter allen Kugeln, welche die gege- 
benen beiden Kugeln berühren, diejenigen finden, deren Quo- 
tienten in Bezug auf die gegebene Ebene ein Maximum oder 
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folgenden, wie er sagt, 
alten Satz* : 

Ä Besehreibt man eine 
Reihe von Kreisen m , 
m^, ;w,, m^, . . . m^ 
^Fig. 24, 25 , von denen 
jeder die beiden gege- 
benen einander in B 
berührenden Kreise 3/j, 
M, berührt, nnd welche 
einander der Reihe nach 
(äusserlich) berühren : 
[48] so bilden die Quo- 
tienten , die entstehen, 
wenn man die aus den 
Mittelpunkten m^^ w?^, 



/>/,, ... my^ auf die 



Axe M^ M^ gefällten 
liOthe )u , r^ , m ^P^, 
;y/., /*,, . . . )n^I\ durch 

dlo Rjulion r^ , t\, r,» ... i\ dör V(\^poctiven Kreise w/^, m^. 

''^» ... /*^ dividirt. foljfondo arithmotische Reihe: 



'^ M '♦«>♦.'»•', »7,/r Mj i^tft^'HStftiHt hhn\< ntifhitta proposifio hinnsmodi.€ 
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a) Wenn der Mittelpunkt m. des ersten Kreises m^ der 
der genannten Reihe in der Axe M^ M^ der gegebenen Kreise 
liegt, so ist (Fig. 24) 



m,P, 



r 



K 






r.. 



^''4 P. 



vkP, 



X^ X 



7 



gleich 0, 



4, 



6, 



. . . {x-^l).2. 



b) Wenn der erste Kreis ni^ der genannten Reihe die Axe 
J/, M^ der gegebenen Kreise berührt, so ist (Fig. 25) : 



r 



m^P^ m^P^ 



m, P, 



my P 



X -^ X 



gleich 



1 

1, • 



r. 



3, 



J 



r., 



5. 



r 



X 



• . « ^ X ~~~~ 1. . 



« 



Oder der eigentliche Satz, aus welchem diese beiden Fälle 
(a, b) blosse Folgerungen sind, ist der nachstehende {Tfiforem 15) : 

c) »Wenn zwei Kreise Jf, , M^ (Fig. 26), die einander in 
B innerlich berühren, der Grösse und Lage nach gegeben sind, 




^ 



Fig. 26. 



Kn Kn 



und man beschreibt irgend zwei Kreise m,, w?^, welche einander 
in h (äusserlich) berühren , und von denen jeder jene beiden 
Kreise berührt, fiillt sodann aus den Mittelpunkten m^ , m^ 
auf die Axe M^M^ der gegebenen Kreise die Lothe ^?«|P,, 
;;/^Pj, umd dividirt diese Lothe durch die Radien r^, r^ der 
respectiven Kreise m^ , m^\ so ist der dem letzteren Kreise [m^ 
zugehörige Quotient um 2 grösser als der erstere, d. h. es ist 



44 Jacob Steiner. 

-y^-i- + 2 = -"'*^' 

oder, wie sich Pappus ausdrückt: das Loth w,P, , plus dem 
Durchmesser des zugehörigen Kreises m^J verhält sich zu diesem 
Durchmesser wie das Loth "fn^Pi zum Durchmesser des zu- 
gehörigen Kreises w/^, d. i. 

Bedient man sich der Hülfsmittel und Kunstausdrücke, 
welche in den vorhergehenden Paragraphen (I, II, III) ent- 
halten sind: so kann der Satz, wie folgt, bewiesen werden. 

A. Die gerade Linie AB (Fig. 26), welche ^ie beiden ge- 
gebenen Kreise M^, M^ in dem Punkte B berührt, ist zu- 
gleich die Linie der gleichen Potenzen derselben. (§ 1. Nr. 3.) 

B. Da jeder der beiden Kreise M^, M^ die beiden Kreise 
^'^17 '"« gleichartig berührt, so folgt: 

[49] <7.) dass die Linie BA (als Linie der gleichen Potenzen 
der Kreise M^, 3Q durch den äusseren Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise m^, rn^ geht (Nr. 13), und dass 
daher der Punkt A^ in welchem die Axe m^m^ die 
Tangente BA schneidet, der äussere Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise in^ , m^ ist ; 
ß) dass ferner die aus den Mittelpunkten 7?/,, m^ nach 
der Linie AB gezogenen Parallelliuien sich verhalten 
wie die liadien r^, r, der respectiven Kreise w,, ?y/^ 
(Nr. 7), dass also z. B. 

Am^ : Am^ = r^ ; r^ ; 

und, da ^J9, w^P,, '^n^P^ zu der Axe Pifjifj senk- 
recht, mithin unter sich parallel sind, dass auch 

BP^ : BP, = r, : r, ; 

7) dass endlich jeder der beiden Kreise M,, M^ in Bezug 
auf den äusseren Aehnlichkeitspunkt A der Kreise 
in^^ m^ potenzhaltend ist, so dass das Quadrat der 
Tangente AB gleich ist der gemeinschaftlichen Po- 
tenz der Kreise m^ , m^ in Bezug auf ihren äusseren 
Aehnlichkeitspunkt A (Nr. 12). • 

C. Da ferner auch das Quadrat der Linie Ah gleich ist 
der gemeinschaftlichen Potenz der Kreise w, , m^ in Bezug 
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auf den Punkt A (weil in dem Berührungspunkt b zwei potenz- 
haltende Punkte (Nr. 12) zusammen fallen): so folgt (y), dass 
AB'^ gleich Ab^^ und mithin auch AB gleich Ab ist. 

D. Nach der Voraussetzung sind die Radien m,C und m^D 
der Kreise 7)^^^ m^ parallel (senkrecht zur Axe BM^M^^ da- 
her liegen die drei Punkte Z), b^ C in gerader Linie (Nr. 7) ; 
und da ^J9 gleich Ab und mj) gleich m^C (als Radien des 
Kreises m^) und auch AB und 7?*jC parallel sind: so liegen 
auch die drei Punkte B^ C, b in gerader Linie, und mithin ist 
BCbD eine gerade Linie. 

E. Zieht man nun noch die gerade Linie Bm^E^ so hat 
man: 

ED : m^C = BP^ : BP^ = r^ : r, (B, ß), 

oder, wenn man bemerkt, dass m^C gleich r^, 

ED : r, = r^ : r, 
und folglich: 

ED = r,, 

und da auch m^D gleich r, , 

m^E == 2r^, 
Nun ist ferner 

EP, : m,P^ = 5P, : BP^ = r, : r, (B, ß), 

oder da 

EP^ = w,P^ H- m,E=m,P, + Sr,, 
so ist: 

^'^^1 + 2r^ : w,P. == r^ : r^ , 

[50] und folglich: 

— . »- ^ — 7— > 

welches der obige Satz (c) ist. 

Denkt man sich nun eine Reihe von Kreisen w?,, ?«^, ;?*.,, 
^4, . . . 7W.X, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise J/,, 
M^ berührt, und welche einander der Reihe nach (äusserlichj 
berühren: so hat man nach dem vorliegenden Satze: 



m^P^ m,P, „ 

r ~ r "^ ' 
's 't 




»■3 '•» 





+ 4, 
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m,P, ^ 7n, P, _^ 2 = ^'^' + 6 



»•4 • ^3 ^1 



WxPx «*,^, 



rx r^ 



+ 2(a; — 1). 



Oder, wenn man zur Abkürzung — - — - gleich q und 

setzt, so ist: 

^ = g+2; ^ = ^ + 4; ^-^ = (? + 6; ... P^ = q+2{x-l). 
r^ ^3 ^'4 ^x 

Setzt man g gleich 0, d. h., nimmt man an, der Mittel- 
punkt m, des ersten Kreises liege in der Axe M^M^ der ge- 
gebenen Kreise (Fig. 24), so hat man: 

^ = 2; ^ = 4; ^ = 6; ••. ^ = 2(x-l), 
r^ r^ r^ ?\ 

welches der obige spezielle Satz (a) ist. 

Und setzt man q gleich 1, d. h., nimmt man an, der erste 
Kreis m^ berühre die Axe M^M^ der gegebenen Kreise (Fig. 25), 
so hat man: 

^_1. ^^3; ^^5. ^^7; ... ^ = 2a:-l, 
r, r^ r., r^ r^ 

welches der obige spezielle Satz (b) ist. 

Es ist klar, dass der Hauptsatz (c) unverändert wahr bleibt, 
wenn auch der Kreis M^ sich immer mehr ausdehnt, bis er 
zuletzt in die gerade [51] Linie BA tibergeht; und dass dieser 
Satz ferner auch dann noch Statt findet, wenn der Kreis M^ 
durch die gerade Linie BA gegangen ist, und auf der anderen 
Seite derselben wieder als eigentlicher Kreis zum Vorschein 
kommt, so dass nun die beiden Kreise M^ und M^^ einander 
äusserlich berühren. Wen diese Ableitungen nicht befriedigen, 
für den bemerken wir, dass der Beweis für die abgeleiteten 
Fälle dem vorstehenden ganz ähnlich ist. Pappus beweist 
jeden Fall besonders. 

Auch wenn Berührung der Kreise M^ , M^ von innen statt 
hat, lautet*) die Formel: 

*) wenu eben absolute Werthe von nij^, mJP^ angenommen werden. 
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* -j. _i_ 2 = * * oder besser: -^— ^ -\ ^-^ = 2, 

sobald die Mittelpunkte Wj, m^ zu verschiedenen Seiten der 
Axe M^M^ liegen. Berühren sich M^ und M^ von aussen und 
werden sie durch m^ und m^ äusserlich berührt, so gelten 
dieselben Formeln mit demselben Unterschied, je nachdem m, 
und m^ auf derselben oder auf verschiedenen Seiten der Axe 
liegen. Wenn jedoch m^ die Kreise if^, M<^ äusserlich be- 
rührt, m^ aber alle drei einschliessend berührt, so gilt 

wenn /«^ und m^ auf derselben Seite der Axe, und 

wenn sie auf verschiedenen Seiten liegen. Dass bei ungleicher 
Lage der Mittelpunkte m^ , m, zur Axe die Formeln in den 
beiden Fällen gleiche Gestalt haben, beruht darauf, dass der 
Übergang von dem einen Fall zum andern durch einen Kreis m^ 
Statt findet, der in eine Gerade ausgeartet ist, welche M^ und 
M^ berührt, d. i. in einen Kreis mit unendlich fernem Mittel- 
punkt, welcher also den Mittelpunkt m^ von der einen Seite 

71% P 

der Axe auf die andere führt. — - — - hat bei diesem Über- 

gange einen endlichen Werth und wechselt nicht das Vor- 
zeichen. 25) 

25. 

Wiewohl wir beim ersten Anblick des vorstehenden inter- 
essanten Satzes die Vermuthung hegten, dass derselbe einer 
grösseren Ausdehnung fähig sein müsse: so fanden wir doch 
nicht sogleich den Weg, auf welchem dieses Ziel leicht zu 
erreichen war. Das nachstehende Verfahren, durch welches 
wir unseren Endzweck zum Theil erreichten, ist ziemlich ein- 
fach, kann aber vielleicht, zumal da nun das Gesetz bekannt 
ist, auf einem anderen noch kürzeren Wege bewiesen wer- 
den. Das Hauptresultat, welches wir gefunden haben und 
welches wir weiter unten beweisen werden, ist das bestimmte 
Gesetz zwischen den Quotienten, die entstehen, wenn man aus 
den Mittelpunkten ?«,, m^ der beiden Kreise 7?j,, m^ (Fig. 26) 
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auf irgend einen beliebigen Dnrehmesser eines der beiden ge- 
gebenen Kreise M^ , M^ (anstatt auf die Axe BM^M^ (Nr. 24)) 
Lothe fällt, und diese durch die Radien r^J r^ der respec- 
tiven Kreise 7}l^^ m^ dividirt. 

Wir bemerken hier beiläufig, dass nun noch die folgende 
allgemeinere Aufgabe zu lösen übrig bleibt: 

»Ein Gesetz zwischen den beiden Quotienten zu finden, 
die dadurch entstehen , dass man aus den Mittelpunkten m, , 
m^ der beiden Kreise m^ , m^ auf irgend eine gerade Linie L 
Lothe fällt, und dieselben durch die Radien r^, r, der respec- 
tiven Kreise m^ , m^ dividirt (Nr. 24 c), « 



26. 

Berühren sich die beiden gegebenen Kreise -M,, Jf, (Fig. 27) 

in j9, berührt ferner jeder 
der beiden Kreise m, M 
die beiden gegebenen, liegt 
der Mittelpunkt M des letz- 
teren in der Axe M^ M^ , 
und bezeichnet man die 
Radien der vier Kreise M^ , 
M^ , M^ m respective durch 
R^J 7?^, Bj r, so ist: 

ÄC= BÖ— BÄ 
oder 

2R = 2i?, — 2R^ , 
oder 

XI = -Rj — R^ , 

und andererseits ist auch 




Fig. 27. 

BM = R^ + R^. 

BP : B3I =r:R (Nr. 24, B, ß), 
BP\R^ + R,=r\ R,^ — R, , 

R. - R. ^' 



Ferner ist: 

[52] oder 
und folglich: 

(1) 

Setzt man zur Abkürzung das ans dem Mittelpunkt m auf 
die Axe M^M.^ M gefällte Loth mP gleich p^ und M^ P gleich 
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CT, M^P gleich ii, M^m gleich Z/, M^m gleich /, so findet 
man leicht folgende Gleichungen: 

(2) L = R^+r^ R^ = l + r, BP = E^ + U= R^ + u. 

Nun ist vermöge des rechtwinkligen Dreiecks M^Pni: 

oder, wenn man i« aus (2) und (1) substituirt, 

2 



woraus 



2. 2^^ ' 



R^ — R^ 

p R 

oder, wenn man den Quotienten — gleich q und — — ^—— gleich 

TT setzt, ^' ^^i ~" ^1 

(3) l = l+^.r 

folgt. Auf gleiche Weise findet man 

' ^ 4(u + 1) 

Aus der obigen Gleichung ^^ = j>« -f. w* findet man ferner: 



r. 



und folglich: 



7* — 471* 



(5) u=^- ^ - . r,2ß) 

und ebenso: 

Ostwald's Klassikor. 123. 
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(6) 



4(7: + 1) 



[53] Endlich ergeben sich aus (2^ nnd (3) unmittelbar fol- 
gende Werthe für die Radien der beiden gegebenen Kreiae 



(8) 



45t 



_ g« + 4(5t+l)7; 
^«- 4(u+l) "^^ 



Man sieht aus (3) and (5), dass die beiden Linien l und ;/ 
immer zu dem Radius r commensurabel sind, sobald p zu r 
und i?| zu i?4 — Äj commensurabel ist , also wenn </ und •;: 
rational sind. 

Bevor wir unseren Hauptgegenstand weiter verfolgen, wollen 
wir einige Fälle, wo diese Grössen rational sind, betrachten. 

a) Nimmt man tt gleich 1, d. i. R^ gleich 2i?| an, so hat 
man (Gl. (3) bis (6)) 

l q^ + 4: _ L 7^ + 16 
— = — - — und - = , 



u 
r 



^/ _ 4 U 5* — 16 

— - — und - = 

4 r o 



Bezieht man diese Ausdrücke auf eine Reihe von Kreisen m^ , m, , 

m, , ... (Fig. 28), welche 
sich an einander an- 
schliessen, und wo der 
Mittelpunkt m^ des 
ersten derselben in der 
Axe M^M^ der ge- 
gebenen Kreise liegt, 
so hat q respective die 
Werthe (Nr. 24, a): 
0, 2, 4, 6, 8, . . . 
2(n — 1), und daher 

hat — respective die 
r 




Fig. 28. 



Werthe: 1, 2, 5, 10, . . . {n — 1)* + 1; — die Werthe: 2, 

7' 
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R 4 13 

'^) ^) ^ ) • • • 



{n — 1)* + 4 u 



die Werthe: —1, 0, 3, 



U 



8, . . . (w — 1)* — 1; und endlich hat — respective die Werthe: 

— 2, — I, 0, I, . . . ^ ; was folgende Tabelle 

giebt. 



Kreise. 


??l, 


m^ 


m^ 


m^ 


^h 


• « • 


?/«„ 


pir — q — 




1 

2 

— 1 

— 2 


2 
2 



-1 


4 
5 

4 

3 




6 
10 

V 
8 

\ 


8 

■ ■■ ■ T- 

17 

10 

15 

6 


• • • 


2{n 1) 


l:r — 


• • • 


L:r = 


• • • 


(w— l)* + 4 


2 


u : r = 


• • • 


(^-.1)»__1 


U:r — 


• • • 


(n — 1)* — 4 


2 



[54] Man sieht hieraus, dass die vier Mittelpunkte M^ , 1/, , 
m^, mg ein Rechteck bestimmen, dessen Seiten M^m^ und 
Jlfjifj sich verhalten wie 4 : 3. 

b] Nimmt man R^ gleich SR^, so ist 
und 



" R. 


-i?. --^ 


r 2 ' 


L 7« + 9 
r 6 


M 5» - 1 


U »7* — 9 


r ~ 2 ' 


»• 6 



Hiernach erhält man für eine Reihe von Kreisen ???,, m^^m^^ 
. . . (Fig. 29), welche sich der Ordnung nach berühren, und von 
denen der erste in^ die Axe M^ M^ der gegebenen Kreise be- 
rührt, so dass also q respective die Werthe: 1, 3, 5, 7, ... 
2n — l hat {Nr. 24, b), folgende Tabelle: 

4* 
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Kreise. 


m. 


m^ 


m^ ' 


m. 


'«5 


• • • 


in^ 


p:r — q— j 


1 

1 

.5 
3 




3 


5 
13 

y 

12 

1 


7 
25 

¥ 
24 

¥ 


9 
41 

45 
3 


• • • 


2n 1 


l:r — 


5 


• • • 


(2w — 1)2+1 
2 


L:r — 


1 
4 




• « • 


(2n — 1)*+9 


6 


u : r — 


40 


(2n — 1)*— 1 


2 


U:r — 


-1 


36 
B 


• • • 


(2^1 — 1)*— 9 
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Fig. 29. 

c) Nimmt man an, der Kreis M^ gehe (Fig. 30), durch un- 
endliche Vergrössenmg, in die gerade Linie AB (Tangente 
des Kreises M^) über, so ist R^ gleich oo, mithin tt gleich 

* gleich 0, und daher 



oo — R^ 



l q^ 

r ~' 


L 
r 


u q^ 

r ~' 


U 
r 


r ~' 


iü, 
r 



_gM-4 



3* — 4 



^ = ^ ((7) und (8)). 
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Ftlr eine Reihe von Kreisen m^, wi,, m^^ m^^ . . ., welche 
einander der Ordnung nach berühren, und von denen der erste 
m^ die zu der Axe BG [55] senkrecht stehende gerade 
Linie CD ist, erhält man, da q respective die Werthe 0, 2, 
4, 6, ... 2(w — 1) hat (Nr, 24, a), folgende Tabelle: 



Kreise. 


m^ 


1 

1 


m. 


^^h 


m. 




mn 


p:r — q — 



1 
1 



2 
2 



1 


4 
5 
3 
4 


6 
10 

8 
9 


8 
17 
15 

16 


10 
26 
24 
25 




2[n — l) 


L:r — 




(n-l)' + l 


U:r — 




(n-l)*-l 


R^\r — 




[n - 1)* 



Wie man sieht, ist hierbei 

die Reihe der Werthe von 

R 

— ^ am auffallendsten. 



27. 

Es sei AG (Fig. 31) 
irgend ein beliebiger Durch- 
messer eines der beiden 
gegebenen Kreise -3f^, ilf^, 
welche sich in B bertlhren, 
z. B. des Kreises M^ . Den 
Winkel ÄM^M^^ welchen 
derselbe mit der Axe M^ M^ 
bildet, wollen wir durch a, 
und das aus dem Mittel- 
punkt Jf, auf den Durch- 
messer AG gefällte Loth 
M^II durch h bezeichnen. 

Von den Kreisen w, m^^ 
von denen jeder die beiden 
gegebenen Kreise bertihrt, 
sei der letztere ganz belie- 
big, dagegen liege der 
Mittelpunkt m des ersteren 
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in dem genannten Durchmesser ÄG. Aus den Mittelpunkten 
???, m^ fälle man die Lothe mP gleich p, m^P^ gleich p^ auf 
die Axe M^ Jf,, und ferner aus dem Mittelpunkt m^ das Loth 
m,^H^ gleich h^ auf den Durchmesser AG, Die Radien der 
Kreise M[^ If,, m, m^ bezeichnen wir, wie oben, durch R^^ 
-^4 > ^) ^4 7 ^'id setzen zur Abkürzung : 



M,H , h 



= 0, und 



R, 



M,M^ 



oder 



R, 



R, - R, 



TT , 




Fig. 31. 



so ist 

,(1) 



h 






= 7r . 0. 



Bezeichnet man ferner die Winkel II^M^m^ und P^M^m^ 
durch ß und y, so ist, wie bekannt: 

sin ß = sin (a — y) = sin a • cos y — cos a • sin y , 
oder 



7?!^ M^ 



P, M. . ^4 P, 
^ ,^^ • sin a —- ' cos a , 



i ■'"^ 



^l-^'^2 



und folglich: 

(2) h^ = P^M^^ ' sin a — w^jP, • cos a. 
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Oder wenn man für P^M^ und ^, P^ nach Nr. 26, woselbst 
sie durch u [56] und j^ bezeichnet sind, ihre Werthe — -v-^^-— • ^i 
und q^r^ setzt, so kommt 

(3) h^ = ' • 7\ . sin a — q^ 7\ . cos a . 

Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Kreis m^ , welcher 
die beiden gegebenen Kreise 3I^ , ilf^ berührt. Für den Kreis on 
ist aber das Loth h gleich 0, daher hat man: 

= - — ; • r . sm a — - gr . cos a , 

und mithin : 

<» 4 9 

(4) cös a = — ,- • sm a, 

^ 4:i:q 



wo 



mP j) 



r 



Wird dieser Werth von cos a in die Gleichung (3) sub- 
stituirt, so kommt: 

5 -^ = ^- q^ • ^— sin a. 

^ r^ \ 4:1: ^* 4:i:q / 

Wir setzen g + 2^ statt q^J worin ?^ eine beliebige posi- 
tive oder negative Zahl sein kann. Wenn n ganz ist, so 
gehört 7)1 ^ einer Reihe von Kreisen an, zu welcher auch m 
gehört und in der benachbarte sich berühren (Nr. 24) ; n zeigt 
dann die Stelle an, welche der Kreis m^ nach (oder vor) 
dem Kreise m in dieser Reihe einnimmt. Aber wie auch n 
sei, man hat: 

K /(g+2n)*^47r« . ^_ ^ t-^^'\ • 
-- = [^ -^ [q + 2n) — sin a 



i 



sin a 2 , . 5* + 4tc 

= • n^ + sm a • - — 2n. 

TT 4izq 

Wegen Nr. 26 Gl. (3) ist: 
^j^iij =: / = . r\ ferner 7n P == p = qr ^ ;iho 

4c K 
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daher: 



mP 4:qT^ 

sin et '■ — ■],*■■ — z I A 9 j 
mM^ q* + 4^" 



K sina 



^ TT 



oder wenn wieder = Q eingeführt wird: 

TT 

(6) -^=On« + 2w,27) 

[57] das heisst: 

»Man findet den Quotienten {h^:r^) für irgend einen Kreis 
m^y welcher die beiden gegebenen Kreise ilf^, M^ berührt, in 
Bezug auf den angenommenen Durchmesser A aus der Stellen- 
zahl n dieses Kreises on^ von dem Kreise m an gerechnet, 

und aus dem Quotienten — ^ — gleich Q des Kreises M^ in 

Bezug auf denselben Durchmesser ÄG,€ 

Liegt der Kreis 771^ auf der anderen Seite des Kreises wa, 
wie z. B. der Kreis \t.^: so ist n als negativ zu betrachten; 
schreibt man daher — n statt w, so hat man : 

(7) A.= Qn* — 2w. 

Die beiden Formeln (6) und (7) gelten auf ganz gleiche 
Weise, wenn man anstatt des Durchmessers AC irgend einen 
beliebigen Durchmesser des Kreises M^ annimmt; nur würde 
sich im letzteren Falle der Quotient Q auf den Kreis M^ be- 
ziehen. 

Der obige alte Satz (Nr. 24, c) ist ein specieller Fall des 
vorliegenden Satzes (Gl. (6) und (7)) ; man erhält jenen, wenn 
man bei diesem Q gleich setzt, d. h. wenn der angenommene 
Durchmesser AC mit der Axe M^M^ zusammenfällt. 

Bezeichnet man den Quotienten — - durch 0. und den 

Quotienten h^Wy^ eines Kreises mx, welcher die [x — 1)*® Stelle 
nach dem Kreise m^ einnimmt, durch (?», so ist nach Gl. (6): 

Q^ = 0[n 4- a: - 1)* -f- 2(w + .t - 1) . 
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Wird aus diesen beiden Gleichungen n eliminirt, so findet man 

(8) Q, = Q[x^lY±2{x-^ l)yr+ÖTÖ\ + Q, . 2s) 

»Diese Gleichung lehrt, wie man aus dem gegebenen 
Quotienten Q^ eines bestimmten Kreises m, , aus dem Quo- 
tienten Q des gegebenen Kreises M,^ und aus der Zahl a; — 1, 
welche anzeigt, die wievielte Stelle irgend ein bestimmter 
Kreis m^ nach dem Kreise m, einnimmt, den Quotienten Qyr 
des Kreises m^ in Bezug auf den nämlichen Durchmesser A C 
finden kann.« 

Setzt man x gleich 2, so hat man: 

(9) 0, = Q± 2]/l + QO, + Q, . 

> Diese Formel lehrt, wie man aus dem Quotienten des 
gegebenen Kreises M^ in Bezug auf den Durchmesser AC 
und aus dem Quotienten [58] 0, irgend eines bestimmten 
Kreises m^ in Bezug auf denselben Durchmesser den Quo- 
tienten 0, desjenigen Kreises m^, in Bezug auf den nämlichen 
Durchmesser findet, welcher sich dem Kreise m^ anschliesst 
(d. h. ihn berührt).« 

Es sei z. B. 

M,H ^^ n ,. 7n.H. 

Q = -^Sr = 12 und g, = — ^— ^ = 24 , 

so ist: 



= Q, = 12 lir 2]/l + 12,24 -f 24 
= 70 oder = 2 . 

Zur Erläuterung der Bedeutung der gefundenen Formeln 
(6), (7), (8), (9) wollen wir dieselben noch auf einige bestimmte 
Reihen von Kreisen anwenden. Z. B. 

a) Nimmt man an, der gegebene Kreis M^ (Fig. 32) be- 
rühre den genannten angenommenen Durchmesser AM^G^ so ist 
Q gleich 1, und daher erhält man für eine Reihe von Kreisen: 

• • • 1^3) 1^4 7 M*! ? '^^•i ^1? ^«7 ^^37 • • • j d. h. , für eine Reihe 
Kreise, welche sich zu beiden Seiten dem oben genannten 
Kreis m anschliessen, und welche einander der Ordnung nach 
berühren, folgende Quotienten (wenn man die aus den Mittel- 
punkten: . . . JA,, [Xi, w?, 7w,, ??*,, . . . auf den Durchmesser AC 
gefällten Lothe durch die Radien . . . p,, p«, ?', ^4, ^i, . . . der 
respectiven Kreise . . . a^, [a,, m^ m^, w,, . . . dividirt): 
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Kreise 

h 
r 


Jln 


J^3 


\^i 1*1 


^ i i 3 


• • • 


nin 


?i'— 2«; . . . 

1 


3 


1 





1 

3 8 


15 


... !«'+2w 




Fig. 32. 



b) Setzt man Q gleich 2, so findet man für eine Reihe 
Kreise: . . • ja,, fAp ^w, m,, w^, . . . (Fig. 33) folgende Quo- 
tienten : 



Kreise 


l^n 


• • • 


1*4 


H-3 


P-s 


h 1 *^i 

1 


ni^\m^ 


wij 


m^ 


• « • 


«2n 


1 

'- — 2n''—2n 
r 


• • t 


24 


12 


4 








4 


12 


24 


40 


• • • 


2n^+2n 


u. s. w. 





























Es kann noch bemerkt werden, dass die Sätze und Formeln, 
welche wir bisher in Bezug auf die beiden einander innerlich 
berührenden Kreise M^f M^ aufgestellt haben, auf ganz ähn- 
liche Weise bei zwei sich äusserlich berührenden Kreisen Statt 
finden, und dass sie ferner auch dann noch [59] Statt finden, 
wenn der eine Kreis (i/,) durch unendliche Vergrösserung in 
eine gerade Linie übergeht. 
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28. 

Aus dem obigen alten Satze (Nr. 24, c) lassen sich unter 
anderen auch nachstehende interessante Folgerungen ziehen. 




Fig. 33. 

Liegen die Mittelpunkte dreier beliebigen Kreise M^^ Üf^, 
m (Fig. 34), welche einander, paarweise genommen, in den 




Fig. 34. 
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drei Pankten B, A, C berühren, in einer geraden Linie: so 
ist, vermöge des alten Satzes, das ans dem Mittelpunkte m^ 
desjenigen Kreises m^, welcher jene drei Kreise berührt, auf 
die Axe M^M^m geMlte Loth m^P gleich dem doppelten 
Radius m^D des Kreises n\. Demnach ist 

PD = Dm^. 

Es ist klar, dass dasselbe Statt findet, wenn man sich, 
anstatt der genannten Kreise M^^ M^y ?n, m,, Kugeln denkt. 
Ferner ist leicht zu sehen, dass jede Kugel, welche die drei 
gegebenen Kugeln M^y Ifj, m berührt, wo sie sich auch be- 
finden mag, gleich der Kugel m^ ist; und dass ferner der Ort 
des Mittelpunkts einer solchen Kugel, welche die drei ge- 
gebenen Kugeln M^J Jf„ w berührt, ein Kreis ist, dessen 
Radius gleich Pm^^ und dass die Ebene dieses Kreises, welche 
wir durch E bezeichnen wollen, in dem Punkt P zu der Axe 
M^M^m senkrecht steht. Denkt man sich nun eine Reihe 
Kugeln ;«,, w^, m^^ . . ., welche einander der Ordnung nach 
berühren, und von denen jede die drei gegebenen Kugeln 
Jf^, if„ m berührt: so folgt offenbar, da PD gleich mj)^ dass 
die genannte Ebene E mit jenen Kugeln (w,, m^jm^, . . .) 
eine Durchschnittsfigur bildet, welche der Figur 35 gleich ist. 

Nun ist aber leicht zu sehen, 
dass man um einen bestimm- 
ten Kreis P (Fig. 35) gerade 
sechs Kreise m^, m^, m^, m^, 
7)1,. m., von denen jeder dem 




Kreise P gleich ist {PD gleich 
Dm^)y so herumlegen kann, 
dass jeder den Kreis P be- 
rührt, und dass sie einander 
der Reihe nach berühren. 
Daraus folgt nachstehender 
Satz: 

»Berühren irgend drei be- 
liebige Kugeln M^y M^, m 
(Fig. 34), deren Mittelpunkte 
in einer geraden Linie liegen, 
einander, paarweise genommen, in den drei Punkten J5, ^, G: 
so können in dem Räume, welcher zwischen den drei Kugel- 
flächen liegt, sechs gleiche Kugeln m^^ m^j m^, m^j m^, m^ 
beschrieben werden, welche einander der Reihe nach berühren 



Fig. 35. 



^ 
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(die Kugel fn^ berührt die Kugel ^J, und von denen jede die 
drei gegebenen Kugeln M^, if,, m berührt.« 

Mittelst eines bestimmten Satzes bei Kugeln, welcher einem 
Satze bei Kreisen (Nr. 22) analog ist, 2») folgt aus dem Vor- 
liegenden leicht nachstehender sehr merkwürdiger Satz: 

»Wenn irgend drei beliebige Kugeln einander be- 
rühren und man beschreibt eine Reihe von Kugeln w^, 
'^i> Wj, . . ., welche einander [60] der Ordnung nach be- 
rühren, und von denen jede jene drei Kugeln berührt: 
so schliesst sich immer die sechste Kugel dieser 
Reihe, wo man auch immer die erste annehmen 
mag, gerade an die erste an. Und ferner liegen die 
Mittelpunkte dieser Reihe von Kugeln immer in einer 
und derselben Ebene, und zwar in einer und der- 
selben Curve zweiten Grades.« 

Oder: »Wenn die drei gegebenen Kugeln if^, if,, |i (Fig. 34) 
einander, paarweise genommen, berühren: so kann in dem 
Räume, welcher zwischen diesen drei Kugelflächen liegt, eine 
Reihe von sechs Kugeln p.^, [i,, [ig, p.^, [x^, [ig, wo man auch 
die erste Kugel oder das Anfangsglied dieser Reihe annehmen 
mag, so beschrieben werden, dass sie einander der Ordnung 
nach berühren, und dass jede die drei gegebenen Kugeln be- 
rührt; und die Mittelpunkte dieser sechs Kugeln liegen in 
einer bestimmten Ellipse.« 

Unter anderen hierher gehörigen speziellen Fällen erwähnen 
wir nur folgenden: 

»Wenn drei gleiche Kugeln einander, paarweise genommen, 
(äusserlich) berühren: so giebt es zwei bestimmte mit einander 
parallele Ebenen A^ By von denen jede die drei gegebenen 
Kugeln berührt. Und beschreibt man in dem Raum, welcher 
sich zwischen den drei Kugeln befindet, eine Reihe von Kugeln, 
von denen die erste die Ebene A und die drei gegebenen 
Kugeln, und dann jede folgende die vorhergehende und die 
drei gegebenen Kugeln berührt: so wird die vierte Kugel dieser 
Reihe gerade die andere Ebene B berühren.« 

Nämlich die beiden Ebenen A, B sind als zwei unendlich 
grosse Kugeln zu betrachten, welche einander berühren (da 
sie parallel sind), und welche also, da sie ebenfalls die drei 
gegebenen Kugeln berühren, in der genannten Reihe Kugeln 
die Stelle der fünften und sechsten Kugel vertreten. 
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29. 

Dnrch Hülfe des alten Satzes kann ferner anch der Radius 
desjenigen Kreises, welcher drei gegebene einander berührende 
Kreise berührt, ans den Badien dieser Kreise leicht gefunden 
werden. 

Es seien die drei Kreise M^^M^.M^ (Fig. 36), welche 
einander berühren, gegeben. Der Kreis m berühre sie ausser- 
lieh und der Kreis M einschliessend. Die Radien der fünf 
Kreise J/,, if^, Jlf,, if, m sollen respective durch i?^ -B^, R^^ 
R, r bezeichnet werden. 




Fig. 36. 



Fällt man aus den Mittelpunkten if^, m auf die Axe M^3I^ 
die Lothe M^ 11^ gleich h^ und fii 7l^ gleich p^ , so ist nach 

(Nr. 24, c) : 



R, 



+ 2, 
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[61] woraus folgt: 

Da man eine ähnliche Gleichung erhält, wenn man aus 
den Mittelpunkten if, und m auf die Axe M^M^j oder aus 
den Mittelpunkten M^ und m auf die Axe M^if^ Lothe fällt, 
so hat man zusammengenommen folgende drei Gleichungen: 

2)^ _ r 2r 



welche addirt 



^ = _!1 -L. iü , 



h, ^ h,^ h, \R, ^ R,^ R,^ h,^ h,^ hj 

geben. Der erste Theil dieser Gleichung ist aber nach einem 
bekannten Satze gleich 1; nämlich: »Wenn man die aus einem 
beliebigen Punkt m auf die Seiten eines Dreiecks M^M^M^ 
gefällten Lothe p^, p„ p^ durch die correspondirenden Höhen 
^\) Ki K ^^^ Dreiecks dividirt: so ist die Summe der drei 
Quotienten allemal gleich 1.«^®) Die vorliegende Gleichung 
geht demnach in folgende über: 

1 1112 2 2 



i?i i?j i?3 hj^ h^ h 



3 



Bemerkt man ferner, dass die Höhen eines -Dreiecks durch 
die Seiten desselben ausgedrückt werden können, und dass die 
Seiten des Dreiecks M^M^M^ ihrer Grösse nach R^-{- R^^ 
i?j + i?3 , i?3 + Rj^ sind: so hat man z. B. 

h - V'^T^r+'ii? , + ii?3) -2i ?..2i^,.2i?3 

2{R, +X) 

_ 2VR,R,R,(R, + R, + Ri) 

R^ + B^ 
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Werden diese Werthe für ä,, ä^, hr^ in die obige Gleichung 
substituirt, so erhält man nach gehöriger Reduction folgende 
Gleichung: 

Diese Gleichung lehrt ^ wie man den Radius r desjenigen 
Kreises m, welcher drei gegebene einander äusserlich be- 
rührende Kreise if,, J/„ Jf, äusserlich berührt, aus den Radien 
Äj, -Rj, i?3 der letzteren Kreise findet. 

[62] Für den Kreis ilf, welcher die drei gegebenen Kreise 
einschliessend berührt, hat man auf ähnliche Weise, wenn man 
die aus dem Mittelpunkt M desselben auf die Axen 3/, ü/j , 
J/ji/j, M,M^ gefällten Lothe MN^, MN^, MN^ durch P^, P^, 
P3 bezeichnet, folgende Gleichungen (letzter Absatz von Nr. 24) : 

_ _ j I 2 =r — — — - -4- 2 = — ^ -4- 2 = — 

R R^ R jRj R R^ 

oder: 

P, _ 2P i? ^ 

/i^ ~ h^ R^ 

P, 2P P 



P3 __ 2P R 

Die Summe dieser drei Gleichungen ist: 

Ä, "^ /ij "^ A3 1^4 "^ A, "^ h^ R, \ RJ 

Bemerkt man, dass der erste Theil dieser Gleichung nach 
dem oben erwähnten Satze gleich 1 ist, und setzt statt der 
Höhen h^, fe^, h^ des Dreiecks M^M^M^ ihre oben angegebenen 
Wei-the: so erhält man, nach gehöriger Reduction, folgende 
Gleichung : 



(2) 



1 111, i/i?. + Ä, + i?. 



^ -;- + ¥■ 
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R P^ P j P3 ^ Pj Pj P3 

welche lehrt, wie man den Radius P desjenigen Kreises M, 
welcher die drei gegebenen sich berührenden Kreise if^, 1/,, 
il/3 einschliessend berührt , aus den Radien P, , P, , P3 der 
letzteren Kreise findet. 3^) 
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Durch Verbindung der Gleichungen (1) und (2) erhält man 
z. B. folgende Gleichungen: ..j. 



W J- + i = 4|/ 



R,+E^ + R, 



r ' R f R^RiR-i 






+ -7rTr + 



R,R, ' R,R^ ' R,R, 

1 1 __ 2 2 2 

^'^^ 7~ "" .ß "^ "^ "*" i?^ "^ 7?3" 
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, > _!___ J ^ 1 . ^ R,+B, + R, 

u. s. w. 

Geht einer der gegebenen Kreise, z. B. der Kreis Jfg, in 
eine gerade Linie über, so ist R^ gleich oo , nnd daher gehen 
die Gleichungen (1) und (2) in folgende über: 



(3) ^= i- + -l+2l/-^ 

^^ r R, R^^ y R,R^ 
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(4) A = ^_l^J_+2l/-L-. 

[63] »Diese Gleichungen lehren, wie der Radius (r oder R) 
eines Kreises (w? oder If), welcher zwei sich äusserlich be- 
rührende Kreise 11,, M^ und eine gemeinschaftliche Tangente 
berührt, aus den Radien der beiden letzteren Kreise gefunden 
wird. « 

Nimmt man an , die drei gegebenen Kreise if^ , M^^ M^ 
seien einander gleich, so dass R^ = R^ = R^^ so gehen die 
Gleichungen (1) und (2) in folgende über: 



(5)- 


1 


3 + 2 |/3 . 
-— ^ — oder r — 


(6) 


1 

R 


3 + 2]/3 
R, 


oder ii 


woraus 


j folgt: 






(7) 




r.R 


1 7?2 
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3 + 2}/3 
1 



3 + 2]/3 



^'^17 



o 
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Ist ferner R^ gleich oo und R^ gleich i?^, so folgt aus (1): 

— = -=r- oder - *= 4 , 
r R^ r ' 

welches mit (Nr. 26, c) übereinstimmt. 

Um die Symmetrie zwischen den vier Grössen r, jR, , R^^ 
i^3, welche in der Gleichung (1) vorkommen, leichter über- 
sehen zu können, setzen wir 

J_— JL_ ^ — i_ — 

r ~^' R, ""^»^ 7?;~^*' R, ""^'' 

so dass nach Gleichung (1): 
Daraus folgt: 

[q — qK — qt" %Y = Hq, ^t + ^k q, + 9iQ,) , 

oder nach gehöriger Rechnung: 

(8) ^/ + ^: + ^^ + ^■ 

— ^{q9x + <7^« + qqs + ^i^« + ^i^« + ^1^3) = ^ . 

Setzt man ferner gleich (3, so findet man auf ähnliche 
Weise aus der Gleichung (2) die folgende: 

(9) 0' + q]+ ql + q; 

+ 2(0^4 + Oq^ + C>^3 — <7i^i-- 91^3 — ^i?3) = 0.32) 

30. 

Es lassen sich noch eine gi'osse Menge Betrachtungen an 
die obigen anschliessen. Wir wollen unter anderen noch fol- 
gende hinzufügen: 

A. Sind drei beliebige Kreise M^M^^ Jf, (Fig. 37), die 
einander paarweise genommen in den Punkten J5, C, A be- 
rühren, und deren Mittelpunkte in einer geraden Linie liegen, 
der Grösse und Lage nach gegeben: [64] so kann, wie aus 
dem alten Satze (Nr. 24) folgt, derjenige Kreis |x, welcher 
jene drei Kreise berührt, leicht gefunden werden, wie folgt: 

»Man errichte aus den Mittelpunkten Jf, M^ die beiden 
geraden Linien MO und M^ H senkrecht zu der Axe M^ M^ Jf, 
nehme MQ gleich AC gleich 2^, MJI gleich J5 Cgieich 2R^, 
und ziehe die geraden Linien BQ und AII^ so schneiden sich 
diese im Mittelpunkt ji des gesuchten Kreises [i (Nr. 24, E). < ^3) 
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B. Jeder von den beliebigen Kreisen w, w*,, 7n^ berühre 
die beiden gegebenen Kreise J[f, , if, ; die geraden Linien MD^ 




Fig. 37. 



mPy ni^P^^ '^i^P^ seien zu der Axe M^M^ senkrecht, und 
ebenso die gerade Linie B^B^ welche die gegebenen Kreise 
if^, M^ in B berührt; endlich sollen die Radien der Kreise 
Mj 7)1, m^, vi^ respective durch i?, r, r, , r, bezeichnet werden. 
Da die Kreise M, m^ m^^ 7n^ die Linie der gleichen Po- 
tenzen BB^ der beiden gegebenen Kreise il/, , 3/, gemein- 
schaftlich zur Achnlichkeitslinie haben (Nr. 13), d. h. , da die 
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Parallelen aus den Mittelpunkten M, w, m,, w^ nach der Linie 
BB^ sich wie die Radien der respectiven Kreise ilf, w, w^, m^ 
verhalten, so hat man (wie Nr. 24, B, ß): 

BM BP BP, BP, 

^ It r 7\ r^ 

Zieht man aus B durch die Mittelpunkte tn , m^ , m^ die 
geraden Linien BmD^ Bm^D^^ Brn^D^^ so folgt ferner, weil 
die geraden Linien MD^^ P^t: ^^^4? ^i^'^i parallel sind, dass: 



f., -"^ - 


PE, 
r 


— 




Ebenso ist: 








f ^ ^^ 


Pn 




P, n. P, Wj 


(^^ R 


r 




r, r. 



und mithin, wenn ifJV gleich i?, auch: 

(d) P/i = r, P^n^ = r^ , P^n^ = r, . 

Ferner ist: 

Nimmt man an, dass die Kreise m^^ m^ einander berühren, 
so ist m^F^ gleich 2r^ (Nr. 24, E.), folglich ist in diesem Fall: 

(f) m, P, = 2r, , E,E^r=2r, D,D^ = 2E. 

Zieht man aus B durch den Berührungspunkt h der beiden Kreise 
m^, m, die gerade Linie Bbf^e^d^^ so ist ferner (Nr. 24, E.): 

[65] Aus dem Vorliegenden folgt unter anderem Nach- 
stehendes : 

a) Wenn der Quotient *) eines unbekannten Kreises 7n^ in 
Bezug auf die Axe M^ M^ gegeben ist, so findet man nach (b) 
eine gerade Linie PP^D^, in welcher der Mittelpunkt des un- 
bekannten Kreises liegt. Ist nämlich der gegebene Quotient 
gleich 5'i, so nehme man MD^ gleich ^'^.Pund ziehe die Linie 



*) Zur Abkürzung nehmen wir von nun an den Ausdruck: 
»Quotient eines Kreises in Bezug auf eine gerade Linie«, in dem 
beschränkteren Sinne als »das aus dem Mittelpunkt des Kreises 
auf die gerade Linie gefällte Loth, dividirt durch den Radius des 
Kreises«. 
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BD^, oder man nehme, wenn der Kreis m gegeben ist, PE^ 
gleich (7, . r und ziehe die Linie BE^ , so liegt in dieser Linie 
[BE^D^) der Mittelpunkt 7n^ des gesuchten Kreises m^. 

ß) Nimmt man in der Linie Pm irgend zwei Punkte 
£^,, E^ so an, dass E^E^ gleich 2r ist, und zieht die geraden 
Linien BE^^ BE^^ so liegen in diesen beiden Linien die Mittel- 
punkte m^, m, zweier bestimmten Kreise m^, w^^, die sich und 
die beiden gegebenen Kreise if^, M^ berühren, und zwar gebt 
(g), die gerade Linie Be^^ , wenn e, die Mitte der Linie E^ E^ 
ist durch den Berührungspunkt h jener beiden Kreise m^, m^. 
Ein Gleiches findet Statt, wenn man anstatt in der Linie Pm 
in der Linie MD zwei Punkte mit passendem Abstände von 
einander annimmt. Hiernach ist leicht eine Reihe von Kreisen 
m,, m„ mg, m^, ... zu beschreiben, welche einander der Ordnung 
nach berühren, und von denen jeder die beiden gegebenen 
Kreise if^, üf, berührt. 

C. Legt man in den Endpunkten des Durchmessers AB 
eines gegebenen Kreises M 
(Fig. 38) die Tangenten AD 
und Bö SLU den Kreis, zieht 
durch einen willkürlichen 
Peripheriepunkt E die beiden 
geraden Linien AEC und 
BEDy und legt in dem Punkt 
E die Tangente FEG an 
den Kreis, so ist das Drei- 
eck BEC bei E rechtwinklig, 
und die Tangenten QB und 
OE sind einander gleich; 
folglich ist auch 

0E= GB= GC. 

Ebenso ist 

FA = FI) . 

Das heisst: 

»Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele 
Tangenten AD und BCy die den Kreis in A und B berühren, 
zieht z. B. aus dem Berührungspunkt A eine beliebige gerade 
Linie A C, welche den Kreis in E schneidet, und legt in diesem 
Durchschnittspunkte eine Tangente FEG an den Kreis, so 
halbirt diese letztere Tangente die Tangente BG \n G.^ 




Fig. 38. 



70 Jacob Steiner. 

Da ferner die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABC und 
DAB ähnlich sind, so ist 

ADXBC= ABXÄB, 
das heisst: 

[66] »Legt man in den Endpunkten eines Durchmessers 
AB eines gegebenen Kreises M zwei Tangenten an den Kreis 
und zieht aus denselben Punkten J, B durch einen beliebigen 
Peripheriepunkt E des Kreises zwei gerade Linien AEC, BED, 
so ist das Rechteck aus den Stücken BC, ADj welche die 
letzteren beiden Linien von jenen Tangenten abschneiden, 
gleich dem Quadrate des Durchmessers AB des Kreises.« 

Da aber, wie vorhin bemerkt worden, BG gleich OG und 
AF gleich FD ist, so ist, wenn man den Radius des Kreises 
durch R bezeichnet, 

BG X ^F=\AB X ÄB= B\ 
das heisst: 

>Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele 
Tangenten BG^ -4i^ und eine beliebige Tangente GEF, so 
schneidet die letztere von den beiden ersteren zwei Stücke 
BG, AF ahj deren Rechteck dem Quadrate des Halbmessers 
des Kreises gleich ist*).« 

*) Bei einer anderen Gelegenheit werden wir zeigen, dass die 
hier (G.) vom Kreise bewiesenen bekannten Sätze auf analoge Weise 
bei jeder anderen Carve zweiten Grades Statt finden, sodass fol- 
gende allgemeinere Sätze gelten: 

1) >Legt man zwei beliebige parallele Tangenten AD und BC 
an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades, welche diese Curve 
in den Punkten Ä und B berühren, zieht z. B. aus dem Punkt A 
die gerade Linie AEG, welche die Curve in E schneidet und die 
Tangente BC m G begrenzt, und legt in dem Punkte E eine dritte 
Tangente GEF an die Curve, so halbirt diese letztere Tangente 
die Tangente BG in O.^ 

Hieraus ergiebt sich also, wie leicht einzusehen ist, ein sehr 
einfaches Verfahren, in einem gegebenen Punkte E an irgend eine 
Curve zweiten Grades die Tangente. zu legen, wenn nur eine der 
beiden Axen derselben gegeben ist. Z. B. es sei (Fig. 41, S. 77) AB 
eine Axe irgend einer Curve zweiten Grades, und E sei irgend ein 
gegebener Peripheriepunkt, in welchem die Tangente an diese Curve 
gelegt werden soll, so errichte man im Endpunkte B die gerade 
Linie BG senkrecht zur Axe AB^ ziehe die gerade Linie AE^ 
welche jenes Perpendikel in G trifft, und halbire den Abschnitt 
J5C in Ö, so ist die gerade Linie QE die gesuchte Tangente. 

2) »Legt man an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades 
zwei beliebige parallele Tangenten BO, AF und eine dritte will- 
kürliche Tangente OEF, so schneidet die letztere von den beiden 
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[67] D. Es seien die beiden Kreise if,, M^ (Fig. 39), 
die einander in B berühren, gegeben. Ein beliebiger Kreis m 




Fig. 39. 



ersteren zwei Stücke BG and ÄF ü.bj deren Rechteck dem Qnadrat 
desjenigen Halbmessers der Cnrve gleich ist, welcher mit den bei- 
den ersteren Tangenten parallel ist.« 

Aus (1) folgt ferner: 

3) > Denkt man sich beliebig viele Curven zweiten Grades, von 
denen jede zwei gegebene Parallelen AD und BC in denselben 
Punkten Ä und B berührt, zieht aus A irgend eine Linie AC, 
welche die Curven respective in den Punkten E^ E^^ J54, . . . 
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berühre die gegebenen in den Punkten d, c und der Kreis 31, 
dessen Mittelpunkt in der Axe M^ 3/, liegt, berühre dieselben 
in den Punkten D, (7, und endlich berühre die gerade Linie 
AB dieselben in dem Punkte B, Aus dem Früheren folgt, 
dass die drei geraden Linien Min^ Dd, Gc einander in einem 
bestimmten Punkte Ä schneiden, welcher in der Linie BA 
(als Linie der gleichen Potenzen der gegebenen Kreise 3i, , 
3/,) liegt, und welcher der äussere Aehnlichkeitspunkt der 
beiden Kreise if, m ist (Nr. 8, Nr. 13\ Ferner folgt, dass 
sowohl die Punkte D und d, als auch G und c in Bezug auf 
den Aehnlichkeitspunkt A potenzhaltend sind (Nr. 21), sodass 
also 

AdX ^D = AcX AG, 

und dass folglich die vier Punkte D, G, c, d m der Peri- 
pherie eines bestimmten Kreises [x liegen. 

Legt man an den Kreis M^ in dem Punkte d die Tan- 
gente Odj so halbirt diese Tangente AB in G (C); und aus 
gleichen Gründen geht die Tangente Gc, welche man im 
Punkte c an den Kreis M^ legt, durch die Mitte G der Tan- 
gente AB. Da die beiden Tangenten Gd und Gc zugleich 



schneidet, und legt in diesen Punkten E, E^, E.^, . . . die Tangenten 
an die CarveU) so schneiden alle diese Tangenten einander in der 
Mitte G der Tangente B C. und umgekehrt : Legt man ans irgend 
einem Punkte O der Tangente BC b,u jene Curven Tangenten, so 
liegen die Berührungspunkte E, E^^ E^. , . aller dieser Tangenten 
mit dem Punkt A zusammen in einer geraden Linie.« 

Aus diesem Satze (3) folgert man leicht den nachstehenden: 
4) »Denkt man sich anstatt der Curve M (Fig. 38) irgend eine 
beliebige Fläche zweiten Grades, anstatt der Tangente BG eine 
Ebene, welche jene Fläche in B berührt, und anstatt des Punktes 
irgend eine in der Ebene BC liegende gerade Linie, und zieht 
alsdann irgend eine gerade Linie GEH, welche die Linie G und 
den Durchmesser BA der Fläche schneidet und zugleich die Fläche 
in E berührt, so ist der Ort des Berührungspunktes E eine ebene 
Curve (zweiten Grades), und die Ebene (EA) dieser Curve geht 
durch den Punkt A und schneidet die Ebene BC m einer be- 
stimmten geraden Linie C, welche mit der Linie G parallel ist, 
nnd welche doppelt so weit von dem Punkte B entfernt ist als die 
Linie 0.« U. s. w. 

Wir bemerken nur noch, dass man auf dieselbe einfache Weise 
in irgend einem gegebenen Punkte E an irgend eine beliebige 
Fläche zweiten Grades eine Berührungsebene legen kann, sobald 
irgend zwei von den drei Axen der Fläche gegeben sind, wie wir 
solches für den analogen Fall bei Curven zweiten Grades soeben 
gezeigt haben.3*) 
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den Kreis m berühren, so steht die gerade Linie Gm auf der 
Sehne de senkrecht und halbirt sie, und da die Kreise m und 
[X diese Sehne gemein haben, so liegen die drei Punkte (r, 
m, jx in einer geraden Linie. 

Zieht man ferner noch die geraden Linien BmN und 
M\i.N, so folgt, dsL BO gleich GA, die beiden Linien M[i 
und DA parallel sind, und die drei Linien BN, G\ij Aif 
einander in einem und demselben Punkte m schneiden, dass 

Jlfjx = jiJV 
ist. 

Bemerkt man, dass, wenn Ä, r die Radien der Kreise 
31, m bezeichnen, und mP mit NM parallel, mithin senk- 
recht zu der Axe M^M^ ist, dass dann (B, b): 

NM mP 

= 9, 



E r 

NM=q:R, 



[68] so ist 

und folglich 

M)L = {3IN=lq.R. 

Hiernach kann also die folgende Aufgabe sehr leicht ge- 
löst werden. 

Aufgabe. 

»Einen Kreis m zu beschreiben, welcher zwei gegebene 
einander in B berührende Kreise If, , if, berührt, und dessen 
Quotient in Bezug auf die Axe M^ M^ (d. h. das Verhältniss 
des aus seinem Mittelpunkte m auf die Axe J/^i/j gefällten 
Lothes mP zu seinem Radius) gegeben ist.« 

Auflösung. 

Es sei der gegebene Quotient — — gleich q. Man er- 
richte aus der Mitte 31 der Linie CD die zu der Axe 
31^ 31^ CD senkrechte Linie M^^ , nehme M\i gleich \ q . 31D 
gleich 4^.i?, und ziehe hierauf um den Punkt jjl den Kreis 
jx, welcher durch die Punkte D, G geht, so schneidet der- 
selbe die gegebenen Kreise M^ , M^ ausserdem noch in den- 
jenigen beiden Punkten c, rf, in welchen sie von dem ge- 
suchten Kreise m berührt werden, sodass also die geraden 
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Linien ll^d und M^c einander im Mittelpunkte m des ge- 
suchten Kreises schneiden. 

Ferner ergiebt sich aus dem Obigen ein sehr einfaches Ver- 
fahren, eine Reihe von Kreisen rriy m^J m^, . . . zu beschreiben, 
von denen jeder die beiden gegebenen Kreise il/j , 3/, berührt, 
und welche einander der Ordnung nach berühren. Denn da von 
den Quotienten ^, ^i , (/i ^ • • • > welche dieser Reihe von Kreisen 
in Bezug auf die Axe M^3I^ respective zugehören, jeder fol- 
gende um zwei gi'össer ist als der vorhergehende (Nr. 24, c), 
so stehen die Mittelpunkte [x, u-j , [x^ , . . . der Kreise [i, jx^ , 
|Xj, . . . um den Radius MD gleich R von einander ab, weil 
z. B. 

ifjx = ^q.R und ÄIll^ = ^q^ • R = y,q + 2) . R^ 

mithin 

l/tXj — If ji = Jl|x^ = R. 

»Um also die genannte. Reihe von Kreisen zu construiren, 
nehme man die Punkte fx, \l^y jx^ , . . so an, dass 

li-li^ = [i-.l^^ = ' ■ = R = MD , 

und ziehe um diese Punkte die Kreise jx, jx^ , [Xj , . . . , von 
denen jeder durch die beiden Punkte C, I) geht, so schneidet 
der erste dieser Kreise die gegebenen Kreise M^ , M^ in den 
Punkten c, c?, in welchen dieselben von dem Kreise m be- 
rührt werden; der zweite Kreis jx^ schneidet die gegebenen 
[69] in den Punkten c^ , d^, in welchen dieselben von dem 
zweiten Kreise 77^^ der genannten Reihe von Kreisen berührt 
werden; u. s. w.« 

E. Legt man in dem Punkte D die Tangente DF &n den 
Kreis If,, so ist leicht einzusehen, dass die Mittelpunkte M^, 
jx der beiden Kreise 3/,, fx, welche einander in den Punkten 
D, d schneiden, mit dem Punkt F, in welchem die in den 
Punkten D, d an den Kreis M^ gelegten Tangenten DF, dF 
einander schneiden, in einer geraden Linie M^ jx F liegen. 
Eben so liegen die drei Punkte if^ , [x, , F^, sowie auch M^ , 
|Xj, jPj, u. s. w., in geraden Linien M^\l^F^, if^jx^i^,, . . ., 
wenn nämlich der Kreis jx, den Kreis M^ in demselben Punkte 
d^ schneidet, in welchem derselbe von der Tangente F^ d^ be- 
rührt wird; u. s. w. Legt man ferner in den Punkten G und 
c, c, , c^ , . . . , in welchen der Kreis Jf^ von den Kreisen [x, 
f^i > H-i 7 • • • geschnitten wird , die Tangenten CEj gE^ c, E^ , 
c^E^, . . . an den Kreis M^ , so liegen aus gleichen Gründen 
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sowohl die drei Punkte if, , E^ [x, als auch ilf, , J57, , ji^ 
u. s. w. in geraden Linien. 

Nun sind die Abstände der Mittelpunkte p«; [i-i ? {x,; • • •> wenn 
sie sich auf eine Reihe an einander sich anschliessender Kreise 
m, m^ , m^, . . . beziehen, einander gleich (D.), d. h., es ist 

^V-i = [i^jAj = • • • = i?; 

demnach ist auch, da die Linien lf|x, DF und CE parallel 
sind, 

(a) EE^ = E^E^ = E^E, = . • • 

und 

(b) FF,=F,F, = F,F, = - ... 

Und ferner ist 

oder wenn man die Radien der Kreise M^ , M^ durch R^ , F^ 
bezeichnet und bemerkt, dass 

M^D = R^, M^M = R^ und ^^^= R = MD = R, — R^, 

so hat man 

R^ : R^ = R^ — Ä^ : FF^ , 
und folglich 

(c) FF, = ^ {B, - R,) . 
Ans ähnlichen Gründen ist 

(d) EE, = ^*-{R,-R,). 

Der Sinn der Sätze (a, b, c, d], in Worten ausgesprochen, 
ist folgender: 

> Beschreibt man eine Reihe von Kreisen m, m^, m, , . . . , von 
denen jeder zwei gegebene einander in B bertlhrende Kreise 
M^ , if, berührt, und [70] welche einander der Ordnung nach 
berühren, und legt man in den Punkten d^ d^ ^ d^^ . , , , in 
welchen dieselben den Kreis M^ berühren, Tangenten dF^ 
d^F^^ d^F^y , . , an den letzteren, so schneiden diese Tan- 
genten, die in dem Endpunkte D des Durchmessers BD an 
denselben Kreis J/, gelegte Tangente DF so, dass die Ab- 
schnitte FF^, F^F^j F^F^j . . , alle einander gleich sind, und 

zwar ein jeder gleich der bestimmten Grösse -r^{R^ ^ ^J- 
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Und ebenso theilen die in den Punkten c, c, , Cj, . . . an 
den Kreis M^ gelegten Tangenten cE^ c^E^^ c^^K^^ . . , die in 
dem Punkte G an denselben Kreis gelegte Tangente CE in 
Stücke EE^ , E^E^j E^E^, , . , von denen jedes der bestimmten 

TD 

Grösse * (R^ — R^) gleich ist, und wobei c, c^, c,, . . . die 

Berührungspunkte der Kreise m, m^y m^ , . . . mit dem Kreise 
3Iy sind.« 

Aus dem Vorliegenden ergiebt sich ferner ein Verfahren, 
die genannte Reihe an einander sich anschliessender Kreise 
m, m^ , m^ , . . . zu construiren. Denn nimmt man in der 
Tangente DF die Punkte Fy F^^ i^, , . . . so an, dass 

und zieht um dieselben respective mit den Radien FD^ F^D, 
F^Dy . . . die Kreise i^, jF\, i^, , . . ., welche den gegebenen 
Kreis M^ zum zweiten Mal in den Punkten dj d^^ c?, , . . . 
schneiden, so sind diese Punkte diejenigen, in welchen der 
Kreis M^ von den gesuchten Kreisen m, m^ , m^ , . . . berührt 
wird. U. s. w. 

Da, wie oben gezeigt worden, M^]lF und Jlfj [i^ jF\ gerade 
Linien sind, so folgt ferner, dass 

DF'.DF, =Mll:Mll^y 

oder, da (D.) Mi», gleich '^q . MD und M\i^ gleich ^q^ . MI), 
so ist 

^'^ DF.-qr 

F. Legt man in den Endpunkten des Durchmessers AB 
eines gegebenen Kreises if (Fig. 40) die Tangenten AD, BG 
an den Kreis, und ferner aus einem beliebigen Punkte G der 
Tangente BG eine dritte Tangente GE^ , welche den Kreis 
in J5/j berührt, zieht aus demselben Punkte G eine beliebige 
Secante GE^E, welche den Kreis in den Punkten J57,, E 
schneidet, und legt endlich in den letzteren Punkten jE7,, E 
die Tangenten HE^ F^ , CEF an den Kreis, so folgt, dass die 
letzteren beiden Tangenten einander in dem Punkte N auf der 
Linie BE^ schneiden (Nr. 5). Geht ferner durch den Punkt 
N die Linie GNP parallel mit AD und BCy so sind die 
Dreiecke BHE^ und ONE^ einander ähnlich, und da die 
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Seiten HB und HE^ als Tangenten [71] des Kreises einander 
gleich sind^ so ist auch 

NE^ = NO. 

Ebenso folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke BCE und 
FNE und aus der Gleichheit der Seiten EG und GE^ dass 
auch 

NE=NP\ 

folglich, da NE und NE^ als Tangenten des Kreises ein- 
ander gleich sind, ist auch 

NO = NP. 

Wenn aber NO gleich NP ist, so folgt, da die Linien 
OP und AD parallel sind, wenn man die geraden Linien 




Fig. 40. 
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BEB, BEJ)^^ BE^D^ zieht, welche die Tangente AD m 
den Punkten D, D^, D^ schneiden, dass auch 

(a) DD, =D,D^. 
Und da nach (C.) 

AF=FD, AF, = F,D, und AF^ = FJ)^ 

ist, so folgt ferner, dass 

(b) FF, = F,F,, 

Aus diesen beiden Sätzen (a,b) ergeben sich unmittelbar folgende : 
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(c) 2 AD, = AD + ÄD^, 

(d) 2AF, = AF+AF^. 

Diese vier Sätze (a, b, c, d), in Worten ausgesprochen, 
lanten wie folgt: 

»Legt man zwei parallele Tangenten BGy AD an einen 
gegebenen Kreis M, nimmt in der ersten einen beliebigen 
Funkt G an, legt aus demselben die Tangente GE^ i<\ , welche 
den Kreis in E^ berührt, und zieht aus dem nämlichen Punkte 
G eine willkürliche Secante GE^Ey welche den Kreis in den 
Punkten E^, E schneidet; zieht ferner aus dem Berührungs- 
punkte ^ die geraden hiiuGn B ED, BE^D,, BE^D^, welche 
die Tangente AD in den Punkten D, D, , D^ schneiden, so 
befindet sich immer der Punkt D^ in der Mitte zwischen den 
beiden Punkten D und D,, wie auch immerhin die Secante 
GE^E von dem Punkte G aus ihre Richtung ändern mag. 
Und legt man ferner in den Punkten E, E^ die Tangenten 
EF, E^F^ an den Kreis, so liegt ebenfalls der Punkt F^ stets 
in der Mitte zwischen den Punkten F und F^, welche Lage 
die durch den angenommenen Punkt G gehende Secante GE^E 
auch haben mag. Daraus folgt, dass sowohl die Summe der 
beiden Abschnitte AD und AD^, als auch die Summe der 
beiden Abschnitte AF und AF^ constant bleibt, so lange die 
Secante GE^E durch denselben Punkt G geht, sonst aber ihre 
Richtung beliebig ändert*).« 



*) An einem anderen Orte werden wir nachweisen, dass alle 
diese Eigenschaften nicht dem Kreise allein, sondern anch den 
übrigen Kegelschnitten zukommen; dass nämlich folgende allge- 
meinere Sätze Statt finden: (Zur Erleichterung und um der Vor- 
stellung zu Hülfe zu kommen, fasse man (Fig. 40) ins Auge, denke 
sich aber anstatt des Kreises M irgend eine Curve zweiten Gra- 
des, von welcher AB ein beliebiger Durchmesser ist.) 

»Legt man in den Endpunkten eines beliebigen Durchmessers 
AB irgend einer Curve zweiten Grades zwei Tangenten BC und 
AD, ferner aus einem in der ersten Tangente [BC) willkürlich 
angenommenen Punkte (?.eine dritte Tangente GE^F^, welche die 
Curve in E^ berührt und die Tangente AD in F^ schneidet, zieht 
aus dem nämlichen Punkte eine willkürliche Secante QE^E, 
welche die Curve in den Punkten E^, E schneidet; zieht ferner 
aus dem Berührungspunkte B der ersten Tangente BÖ die ge- 
raden Linien BE, BE^, BE.,, welche die zweite Tangente AD in 
den Punkten A D^ , D^ schneiden, so liegt immer der Punkt D^ in 
der Mitte zwischen den Punkten/) und />2, welche Lage auch die 
Secante OE.^E, von welcher die Punkte D^ und D abhängig sind, 
haben mag. Und legt man ferner in den Punkten E, E>, eine vierte 
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[72] Es ist noch zu bemerken, dass die obigen beiden 
Sätze (c, d) immer Statt finden, selbst wenn der eine Durch- 



und fünfte Tangente EF und E^F^ an die Ciirve, welche die 
zweite Tangente jd.^ in den Punkten F. F^ schneiden, so ist der 
Punkt F^ stets in der Mitte zwischen den beiden Punkten F und 
i^2) welche Lage die aus dem bestimmten Punkt O gezogene Se- 
cante OE^E auch haben mag. Daher folgt ferner: dass sowohl die 
Summe der beiden Abschnitte -Ä/> und AD,;^, als auch die Summe 
der beiden Abschnitte ^ i'' und AF^^ constant bleibt, so lange die 
Secante OE^E durch den nämlichen Punkt G geht.« 3^] 

Da nicht nur die Linie AT)^ sondern auch jede andere Linie 
(wie z. B. OP)^ welche mit der Tangente B Q parallel ist, von den 
drei Linien BE^ BE^ , BE^ so geschnitten wird, dass, wenn c?, d^, 
tU die respectiven Durchschnittspunkte sind, dd^ gleich d^ d^ ist, so 
lassen sich mit Hülfe dieser Eigenschaft und eines Satzes über die 
Projection einer ebenen Curve, die in einer Fläche zweiten Grades 
liegt, welchen wir in einer früheren Abhandlung (Gesamm. Werke 
Bd. 1, S. 9) unter V mitgetheilt haben, leicht folgende interessante 
allgemeine Sätze über die Flächen zweiten Grades ableiten: 

Zum leichteren Verständniss denke man sich anstatt der Curve 
M (Fig. 40) irgend eine Fläche zweiten Grades; anstatt der Tan- 
genten BQ^ ADj zwei Ebenen, welche die Fläche in den End- 
punkten eines beliebigen Durchmessers AB berühren und demnach 
zu einander parallel sind; anstatt der willkürlichen dritten Tan- 
genten 0E\ eine willkürliche Ebene, welche die Fläche in dem 
Punkte E^ berührt, und die Ebene BO in einer bestimmten ge- 
raden Linie schneidet; anstatt der Secante OE^E eine Ebene, 
welche durch die Linie geht und die Fläche in einer Curve EE,^ 
schneidet; anstatt der Tangenten NE, NE^ alle möglichen Tan- 
genten aus dem Punkte N an die Fläche M, d. h. denjenigen Kegel 
Nj welcher die Fläche in der Curve EE^ berührt; und endlich an- 
statt der geraden Linien BE^ BE^ alle möglichen Linien aus B 
durch die Peripherie der Curve EE^, d. h. einen Kegel, dessen 
Scheitel B ist, und welcher durch die Curve EE^ geht und die 
Ebene AD in einer bestimmten Curve DD^ schneidet, so lassen 
sich die gedachten Sätze, wie folgt, aussprechen: 

>Legt man irgend zwei parallele Berührungsebenen BQ, AD 
und eine dritte beliebige Berührungsebene OE^ an irgend eine ge- 
gegebene Fläche M zweiten Grades, welche die letztere respective 
in den Punkten B, A und E^ berühren; ferner durch die Durch- 
schnittslinie O der ersten [BG) und der dritten Berührungsebene 
[GE^) eine willkürliche Ebene GE^E, welche die Fläche in einer 
gewissen Curve EE^ schneidet; lä'sst ferner aus dem Berührungs- 
punkte D (als Scheitel) durch die Curve EE^ einen Kegel gehen, 
welcher die Ebene AD in einer bestimmten Curve I^i^a schneidet; 
und lässt endlich durch die beiden Berührungspunkte B, E^ die 
gerade Linie BE^D^ gehen, welche die Ebene -^Z> in dem Punkte 
Dy trifft, so ist immer der Punkt D^ der Mittelpunkt der 
genannten Curve DD.^. Noch mehr: Lässt man in der Vorstel- 
lung die Ebene GEnE ihre Lage so verändern, dass sie sich um 
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Schnittspunkt E der Secante OE^E in den anderen Halbkreis, 
unterhalb des Durchmessers AB fällt; nur sind in diesem 
Falle die betreffenden Abschnitte AD und AF negativ zu 
nehmen, so dass man hat 

(y) 2 ad, ==AD,-AD,'^^) 

(o) 2AF,=AF^'-AF. 

G. Aus dem Vorhergehenden (E) und (Fj kann unmittel- 
bar noch Folgendes abgeleitet werden. 

Angenommen, die beiden gegebenen einander in B berüh- 
renden Kreise M^ , 31^ (Fig. 42) werden von irgend zwei be- 




Fig. 42. 



liebigen Kreisen nij m^ berührt, [73] und die Linie BG be- 
rühre die gegebenen Kreise in B, d. h. , sei ihre Linie der 



die gerade Linie bewegt, so sind die verschiedenen Curven D., />, 
welche dadurch in der Ebene AD nach einander entstehen, alle 
einander ähnlich, ähnlichliegend und concentrisch, nämlich D^ ist 
ihr gemeinschaftlicher Mittelpunkt. Auch bewegt sich dabei, wie 
bekannt ist, der Scheitel N des Kegels N, welcher die Fläche M 
in der Ciirve EE.^ berührt, in der unveränderlichen geraden Linie 
BE^ N. Ferner folgt unmittelbar, dass also nicht allein die Ebene 
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gleichen Potenzen, so liegt, wie oben schon öfter erwähnt, der 
äussere Aehnlichkeitspunkt G der Kreise m^ m^ in der ge- 
nannten Linie BG^ und es liegen die Punkte J5/, E^^ in 
welchen der Kreis M^ die Kreise m, m^ berührt, mit dem 
Aehnlichkeitspunkte G in gerader Linie GE^E. Nimmt man 
ferner aji, der Kreis m^ berühre die gegebenen Kreise so, 
dass z. B. die Tangente F^ E^ 6r, welche er im Berührungs- 
punkte E^ mit dem Kreise M^ gemein hat, ebenfalls durch 
den genannten Punkt G geht; ferner möge die gerade Linie 
äF den Kreis if, im Endpunkte A des Durchmessers BA 
und die geraden Linien EF^ E^F^ denselben in den genannten 
Punkten E^ E^ berühren; und endlich seien die Quotienten 
der Kreise m, m^^ m, in Bezug auf die Axe M^M^^ d. h. 
die aus den Mittelpunkten m, m^ , 7n^ auf die Axe M^ M,, 
gefällten Lothe, dividirt durch die Radien [74] der respec- 
tiven Kreise w, m^, m^, durch q^ q^, q^ bezeichnet: so ist 
nach (E, e) 

AF q ^ AF^ q^ 

und folglich 

AF+AF, ^ q+q. 

Berücksichtigt man aber (F, d), wonach der erste Theil 
dieser Gleichung gleich 2 ist, so folgt dass 



AD, sondern auch jede andere Ebene, welche mit der Ebene BG 
parallel ist, die genannten Kegel, ans dem Punkte B durch die 
nach einander entstehenden Curven BE^^ in ähnlichen und ähn- 
lichliegenden concentrischen Curven schneidet, und dass immer die 
gerade Linie BE^ durch den gemeinsamen Mittelpunkt dieser Cur- 
ven geht.« Ferner kann man noch folgenden besonderen Satz 
herausheben: 

»Projicirt man aus irgend einem Punkte B in irgend einer ge- 
gebenen Fläche M zweiten Grades eine beliebige ebene Curve EE,,, 
welche in derselben Fläche liegt, auf eine Ebene (z. B. DD^], welche 
mit der in dem Punkte B an die Fläche gelegten Berührungsebene 
BG parallel ist, so geht immer diejenige Linie BN, welche den 
genannten Punkt B mit dem Scheitel desjenigen Kegels N ver- 
bindet, welcher die Fläche in der genannten Cuive.EE^ berührt 
durch den Mittelpunkt der Projection (d. h. durch den Mittelpunkt 
der durch die Projection entstandenen Curve).« 

Ostwald's Klassiker. 1'23. q 
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oder 

Der Sinn dieser Gleichung oder dieses Satzes ist fol- 
gender : 

»Nimmt man in der Linie der gleichen Potenzen BG 
zweier gegebenen Kreise Jif ^ , Jf, , welche einander in B be- 
rühren, einen beliebigen Punkt G an, zieht aus diesem Punkte 
eine willkttrliche Linie Gm^niy und beschreibt diejenigen bei- 
den Kreise nij m^ , deren Mittelpunkte in dieser Linie liegen, 
und von denen jeder die beiden gegebenen Kreise berührt, so 
ist die Summe der Quotienten (q, q^) der beiden Kreise w, 
m» in Bezug auf die Axe M^ M^ constant, so lange die Linie 
Gm^m durch denselben Punkt ö geht, wie sie auch übrigens 
ihre Lage ändern mag. Und zwar ist die genannte Summe 
der Quotienten gleich dem doppelten Quotienten 2q^ desjenigen 
K»*eises m, , welcher z. B. den Kreis M^^ in demselben Punkte 
E^ berührt, in welchem dieser nämliche Kreis von der aus 
dem angenommenen Punkte G an ihn gelegten Tangente GE^ 
berührt wird.« * 

Es ist noch zu erinnern, dass, wenn der Kreis m unter- 
halb der Axe BM^ M^ Ä fällt, alsdann sein Quotient als nega- 
tiv anzusehen ist, sodass für diesen Fall 

2^1 = ?i — ?. 

Endlich erwähnen wir noch des besonderen Falles, wenn 
die genannte Linie aus dem Punkte G durch die Mitte M 
der Linie CA geht. Nämlich in diesem Falle liegen in der 
Linie Gm^M die Mittelpunkte if, m^ zweier Kreise -M, w,, 
welche die gegebenen Kreise berühren, und deren Quotienten 
in Bezug auf die Axe M^M^ respective 0, 2q^ sind, sodass 
also der Quotient des Kreises m, gerade doppelt so gross ist 
als der des Kreises m^. 

31. 

In dem Vorhergehenden sind unter anderen auch die Mittel 
zur leichten Lösung der folgenden Aufgabe enthalten. 

[75] Aufgabe. 

»Wenn zwei beliebige Kreise M^ , M^ (Fig. 43), die ein- 
ander in B berühren, und irgend ein beliebiger Durchmesser 
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eines dieser beiden Kreise, z. B. der Dnrchmesser DE des 
Kreises M^ gegeben sind, so soll man einen Kreis m^ be- 
schreiben, welcher die beiden gegebenen Kreise i/^ , M^ 




Fig. 43. 

berührt und dessen Quotient in Bezug auf den gegebenen 
Durchmesser Z)^ (d.h., das aus dem Mittelpunkte m^ auf den 
Durchmesser DE gefällte Loth tn^P,^^ dividirt durch den 
Radius des Kreises mj gegeben ist.« 

Auflösung. 

Der Quotient des gegebenen Kreises üf^ in Bezug auf 
den gegebenen Durchmesser DE ist als gegeben zu betrachten, 
er sei gleich Q\ ferner sei der gegebene Quotient des ge- 
suchten Kreises m^ gleich q^ so ist nach Nr. 27, Gl. (6) 

q z=i Qoj- + 2a;, 

wo nämlich x anzeigt, die wievielte Stelle der Kreis ni^ unter 
den Kreisen, welche die gegebenen Kreise berühren, nach dem- 
jenigen Kreise m^ dessen Mittelpunkt m in dem gegebenen 
Durchmesser DE liegt, einnimmt, d. h., wo der Quotient des 
Kreises w^ in Bezug auf die Axe M^M^ um 2 a: grösser ist 

6* 
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als der Quotient desjenigen Kreises m, welcher die beiden 
gegebenen Kreise il/^, M^ berührt, und dessen Mittelpunkt in 
dem gegebenen Durchmesser DE liegt, in Bezug auf die näm- 
liche Axe M^ M^. Man findet aus dieser Gleichung 

Ist nun jx der Mittelpunkt desjenigen Kreises [x, welcher 
durch die vier Punkte A, C, Z>, d geht, d. h., welcher durch die 
beiden Punkte ^1, C geht, in welchen die Axe M^ M^ die Kreise 
3/4, i¥, schneidet, und durch die beiden Punkte /), c?, in welchen 
der genannte Kreis w die gegebenen Kreise M^^ M^ berührt; 
und ist ferner jx^ der Mittelpunkt desjenigen Kreises ji^, welcher 
durch die nämlichen beiden Punkte ^1, G und durch diejenigen 
beiden Punkte D^, d^ geht, in welchen der gesuchte Kreis w, 
die beiden gegebenen Kreise if, , M^ berührt, so ist nach 
Nr. 30, D. 

^^,=M^,-M^ = x.MA = \^ L_+j/._J_ + _l_)xilf^l. 

»Man beschreibe daher zuerst einen Kreis [x, welcher durch 
die drei gegebenen Punkte A^ G und D geht, nehme hierauf 
in der zu der Axe M^M;^ senkrechten Linie Jfjx[Xj den Punkt 
[x^ so an, dass 

und ziehe um diesen Punkt einen Kreis [x^, welcher durch die 
Punkte A^ G geht, so schneidet dieser Kreis jx^ die beiden 
gegebenen Kreise if^, M^ ausserdem noch in den beiden 
Punkten c^^ , D^ , in welchen dieselben von dem gesuchten 
Kreise m^ berührt werden.« 

Zum Schluss ist zu bemerken, dass alle die vorliegenden 
Betrachtungen und Sätze (Nr. 30, 31) auf gleiche Weise Statt 
finden, wenn man anstatt der denselben zu Grunde liegenden, 
einander innerlich berührenden Kreise M^ , M^ zwei einander 
äusserlich berührende Kreise annimmt. 

Berlin, im März 1826. 
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1) Zu S. 3, Diese nuu zum dritten Male abgedruckte 
Abhandlung Steiner\ ist zuerst im Journal für reine und an- 
gewandte Mathematik Bd. 1 S. 161—184 und S. 252—288 
erschienen und gehört zu den ersten Beiträgen der grossen 
Mathematiker Ahel^ Jacobi und Steiner^ auf welche als Mitarbeiter 
vor allem Grelle rechnete, als er sein Journal begründete in 
jenem in der Geschichte der deutschen Mathematik denk- 
würdigen Jahre 1826. — Die im Texte angegebenen Seiten- 
zahlen beziehen sich auf den zweiten Abdruck im ersten Bande 
(S. 17 — 76) der Gesammelten Werke Steiner^ ^^ welche im Auf- 
trage der Akademie der Wissenschaften zu Berlin in zwei Bänden 
1881 und 1882 herausgegeben wurden. 

2) Zu S. 4. Die ^Sfew^er'sche Anmerkung weist auf eine 
Besprechung des berühmten Buches von Poncelet hin, das 
1822 in erster und 1865, 1866 in zweiter Auflage er- 
schienen ist. 

3) Zu S, 6. Dieser »Band von 25 bis 30 Bogen« ist 
nicht erschienen ; auch im Nachlasse von StekiPT hat sich kein 
Manuscript gefunden. Vergl. die VoiTede von W. Fiedler zu 
seiner Schrift: »Cyklographie oder Construetion der Aufgaben 
über Kreise und Kugeln und elementare Geometrie der Kreis- 
und Kugelsysteme« (Leipzig, 1882). 

4) Zu S. 7. Der Zusammenhang der »Potenz eines Punktes 
in Bezug auf einen Kreis« und der »Potenz einer Hyperbel« 
ist unklar und fraglich; »Potenz« (8ova[xic) wurde ja bis zum 
Ende des 17. Jahrhunderts nur für die zweite Potenz gebraucht, 
und mit einer solchen hat man es hier zu thun. 

5) Zu S. 7. Steiner''^ Abhandlung ist vor Möbius^ bary- 
centrischem Calcül (Leipzig, 1827; Gesammelte Werke von 
Möbiiis Bd. 1) erschienen, in welchem das Princip der Vor- 
zeichen eingeführt worden ist. Jetzt wird die Potenz eines 
inneren Punktes negativ genommen und ist MQ^ — ü'- 
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Ist S = x^ + y^ -j- 2ax + 2by + c = die Gleichung 
eines Kreises, so ist S die Potenz des Punktes {xy) und 
negativ, wenn er innerhalb liegt. 

6) Zu S. 9. Gegenwärtig werden die kürzeren Namen: 
Potenzlinie, Potenzpunkt oder Potenzcentrum (Radicalaxe, 
Radicalcentrumj gebraucht. 

Wegen der unendlich fernen (imaginären) Punkte, welche 
allen Kreisen einer Ebene gemeinsam sind, subsumirt sich der 
Satz über den Convergenzpunkt der Potenzlinien unter den 
allgemeinen Satz: Wenn drei Kegelschnitte zwei Punkte ge- 
meinsam haben, so laufen die drei Geraden, welche die 
weiteren je zweien gemeinsamen Punkte verbinden, in einen 
Punkt zusammen. 

7) Zu S. 10. Für zwei sich rechtwinklig schneidende 
Kreise Jü", P, deren Mittelpunkte Mj P und deren Radien P, r 
sind, gilt: 

MP^ = B'' + r\ 

Auch wenn einer der Mittelpunkte, z. B. M, innerhalb des 
anderen Kreises P liegt, lässt man ihn jetzt Mittelpunkt eines 
Kreises mit rein imaginärem Radius: 



dieser Beziehung entsprechend, sein, der den andern Kreis 
rechtwinklig schneidet. Und liegt der Mittelpunkt M auf dem 
Kreise P, so liegt ein Kreis mit dem Radius 0^ ein »Punkt- 
oder Nullkreis«, vor. 

Die Potenz des Mittelpunktes eines jeden von zwei sich 
rechtwinklig schneidenden Kreisen in Bezug auf den andern 
ist das Quadrat seines Radius, auch wenn einer der Kreise 
imaginär ist. Beide können nicht imaginär sein, so lange die 
Mittelpunkte reell sind. 

8) Zu S. 12. Nach dem heutigen Sprachgebrauche ist das 
Wort »Schaar« nicht richtig, es muss »Büschel« heissen. 

9) Zu S. 12. Bewiesen ist, meines Erachtens, diese Be- 
hauptung von Steiner nicht. 

Wenn einer von den Kreisen P^ , P, , ... die Potenz- 
linie Mj^M^ in A^ B schneidet, so thun es alle in diesen 
Punkten; denn diese beiden Punkte der Potenzlinie haben in 
Bezug auf jenen Kreis die Potenz 0, also in Bezug auf alle 
Kreise P. 
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Für die beiden sich rechtwinklig schneidenden Kreise M^ 
nnd P^ der Figur gilt: 

wo i?j der Radius von M^ ist; also ist: 

P, ö* + M, (?« = Ä* + P, 0^+AO' ; 
daher: 

der Kreis M^ schneidet die Potenzlinie P^ P, nicht (oder wie 
man heute sagt: imaginär). Folglich schneiden auch keine 
zwei von den Kreisen If , , M^, M.^, ... einander, denn ein 
solcher Schnittpunkt mtisste auf der Potenzlinie P^P^ liegen. 
Die Punkte Ay B^ welche auf allen Kreisen P^ , P, , . . . liegen, 
sind Punktkreise des Büschels der Kreise üf, , Jf, , ... 

Der Schnittpunkt O der beiden Potenzlinien hat in Bezug 
auf die beiden Büschel entgegengesetzt gleiche Potenz; für 
die Kreise if^ , if, , . . . , für welche er ein äusserer Punkt 
ist, die positive Potenz OA^ z= QB^, für die Kreise P,, P,, ..., 
für welche er ein innerer Punkt ist, die negative Potenz 
GA'QB, 

10) Zu S. 16. Jetzt schreibt man: 

MA_R MI__R 
inA , r ' m/ r 

11) Zu S. 17, Steiner erwähnt den Fall sich schneidender 
Kreise nicht, wo der äussere Aehnlichkeitspunkt auch ausser- 
halb liegt und die noch vorhandenen äusseren gemeinsamen 
Tangenten durch ihn gehen. 

12) Zu S. 17. Der etwas ausführlichere Beweis ist fol- 
gender: 

Man ziehe durch Jf^, 1/,, M^ die drei Parallelen M^N^J 
M^N^, M^N^ bis zur Geraden A^A^, so ist: 

M.N.-'R,' M,N,-R./ 
also: 

woraus folgt, dass A^A^ durch A^ geht. Werden aber jene 
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M,N, E, 



Parallelen bis zu A^ I^ gezogen, so wird : -^y-^ = — -^ und 

MN E" -^3^3 ^'i 

daher — ^ = — -? ; d. h. A^ I^ geht durch /, . 

Vergl. Steiner''^ »Geometrische Constructionen vermittelst 
der geraden Linie und Eines festen Kreises« aus dem Jahre 
1833 (Gesammelte Werke Bd. 1 S. 461; Heft 60 dieser Samm- 
lung); in dieser Schrift behandelt Steiner die Lehre von der 
Aehnlichkeit und der Potenz bei den Kreisen in § 12 — 17 
nochmals, aber auch noch ohne das Princip der Vorzeichen. 

13) Zu S. 22. Der absolute Werth der gemeinsamen Potenz 
in Bezug auf einen Aehnlichkeitspunkt ist die Wurzel aus 
dem Product der Potenzen desselben in Bezug auf die beiden 
Kreise. 

Nach dem Princip der Vorzeichen ist, bei aus einander 
liegenden Kreisen M^ , M^ , die gemeinsame Potenz L^AI^ C 
in Bezug auf den inneren Aehnlichkeitspunkt negativ und der 
innere Potenzkreis hat daher, falls er ebenso definirt wird 
als der äussere, wie das jetzt geschieht, einen imaginären 
Radius p: die Quadratwurzel aus dieser negativen Potenz. 
Steiner muss (vergl. Nr. 12) den Unterschied zwischen positiver 
und negativer Potenz in anderer Weise zum Ausdruck bringen. 
Aber seine Unterscheidung passt nur für den einen durch die 
Figur vertretenen Fall. Der von ihm als innerer Potenzkreis 
bezeichnete Kreis hat einen reellen Radius p', gleich der Wurzel 
aus dem absoluten Werthe der Potenz, so dass p^ = — p'*. 
Weil dieser Kreis von jedem der Kreise P »im Durchmesser« 
geschnitten wird, so ist, wenn r der Radius des Kreises P ist : 



r^ = p'* + PIl , 



also : 

PIl = r^ + p2 ; 

das ist aber (Anm. 7) die Bedingung, dass der Kreis P und 
der imaginäre Kreis /g , den wir jetzt als inneren Potenzkreis 
bezeichnen, sich rechtwinklig schneiden, so dass der eine und 
der andere Potenzkreis gegen die Kreise P sich gleichartig 
verhalten. Der SteiJier'^SGhe reelle Kreis [I^ , p') kann als reeller 
Repräsentant dieses imaginären Kreises (/g, p) angesehen 
werden. 

Wenn der eine der Kreise 3I^^ M^ innerhalb des andern 
liegt, so hat umgekehrt der innere Potenzkreis reellen, der 
äussere imaginären Halbmesser, und wenn jene Kreise sich 
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schneiden, so sind beide reell. Dies ergiebt sich aus folgen- 
den Ausdrücken für die (mit einem Vorzeichen behaftete) 
äussere und innere gemeinsame Potenz ^ß^, $/, in denen 
R^ , E^ die Radien der Kreise M^ , M^ sind und a die Ent- 
fernung der Mittelpunkte ist: 

^^ = J^^Rj^ {a + B,- R,] [a - li, + R,) , 

% = - (j;^^^. (« + J?. + R,] [a-B,- R,) . 

Im Falle die beiden Kreise M^, M^ sich schneiden, erhellt 
sofort, dass die beiden Potenzkreise durch die Schnittpunkte 
gehen und daher zum Büschel der Jf, , M^ gehören. 

Die gemeinsame Potenz des Fusspunktes O der Potenz- 
linie auf der Axe (Centrale) in Bezug auf die beiden Kreise 
M^ , M^ ist: 

dieselbe Potenz hat aber G auch in Bezug auf die beiden 
Potenzkreise, so wie sie jetzt definirt werden. Daher gilt 
dasselbe für alle Punkte der Potenzlinie; die beiden Potenz- 
kreise zweier Kreise gehören in allen Fällen zum Büschel 
derselben. 

Das Nämliche gilt auch für den Kreis über der Strecke 
zwischen den Aehnlichkeitspunkten als Durchmesser. 

14) Zu S, 23. Steinet' hat nur den Fall aus einander liegender 
Kreise vor Augen gehabt; bei in einander liegenden befinden 
sich Punkte, die in Bezug auf den äusseren (inneren) Aehnlich- 
keitspunkt potenzhaltend sind, auf verschiedenen Seiten (der 
nämlichen Seite) desselben, und bei sich schneidenden Kreisen 
in beiden Fällen auf der nämlichen Seite. 

Heben wir noch hervor, dass zwei Paare in Bezug auf 
denselben Aehnlichkeitspunkt potenzhaltender Punkte (auf ver- 
schiedenen Aehnlichkeitslinien) stets ntd einem Kreise liegen. 

15) Zib S. 23. Weil nämlich der Mittelpunkt des (der 
jetzigen Definition entsprechenden) Potenzkreises in Bezug auf 
einen potenzhaltenden Kreis K eine (mit Vorzeichen behaftete) 
Potenz hat, die gleich dem Quadrate des Radius des Potenz- 
kreises ist, so schneiden — in beiden Fällen — diese Kreise 
einander rechtwinklig. 
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16) Zu S. 26. ^2, B^ sind die Schnitte dieser Tangente 
mit den Seiten BG^ AG, Welche von den beiden möglichen 
Tangenten aus G^ an den Kreis a^ gezogen werden soll, sagt 
Stehler nicht; nur eine ist die richtige. Vergl. Anm. 18). 

17) Zu S. 26, Das ist natürlich zu beweisen; Steiner 
beabsichtigt dies aber nicht, wie er im Eingange gesagt hat; 
er will in diesem Absätze nur zum Ausdruck bringen, dass 
die drei Tangenten der gedachten Kreise in den gegenseitigen 
Berührungspunkten in einen Punkt zusammenlaufen. 

18) Zu S. 26. I. Malfatti'^ Ueberlegungen*) sind folgende: 
Das gegebene Dreieck sei ABGj V der Mittelpunkt des 

eingeschriebenen Kreises, r der Radius desselben und J, if , L 
die Berührungspunkte mit AB, BG^ GA (Fig. 44). Wir setzen 




AJ== 
^LVA = 
so ist 

also 



AL = s, BJ= BM^t, GL= GM=u\ 
=A VJ= a , ^JVB=B VM= ß , -4L VG= G VM:=^ 7 ; 



tgT = 



tgg + tgß 
tgatgß-1 



*) Memoria di Matematica e di Fisica della Societä italiana 
delle Scienze Bd. X Th. 1 (1803) S. 235. 
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oder: 



st 
u r r 


1 ^^ — -i T- 

st — r' 





Also: 
und 



2) r'-{s + t + u) = stu, 



.,.^...^r^r' + s-)[r' + t'\^ 



r* + ^^ = 



[st — r^-y 



mithin, wenn 



Vr« + s«=^F==>S, Vr^ + f' = DV=T, \? + u^ = GV=U 

gesetzt wird: 

3) U(st—r'') = rST', 

weil a, ß, Y alle spitz sind, so ist a + ß stumpf und daher 

Aus: 

s + t^^^-^^'-^ und s^ + f = {s + tf--^2st 
folgt: 

Die drei ifa//a^^^'schen Kreise sollen im Innern des Drei- 
ecks liegen; jeder soll zwei Seiten desselben und die beiden 
andern Kreise von aussen berühren. Ihre Mittelpunkte müssen 
also auf AVj J9F, CV liegen. Die Mittelpunkte der beiden 
ersten, die zunächst betrachtet werden mögen, seien K auf A F, 
auf BVy X, y die Radien , P, Q die Berührungspunkte mit 
AB und AP = m^ BQ = n. Es ist KO := x -\-y\ wird 
noch ON ^AB bis KP gezogen, so ist KN =x — ?/ , wenn wir 
x^y voraussetzen. Ferner ist NO^=PQ = s-\-t — m — n. 
Daher : 



s -^ t — m — 71 =: y^x + ly)* — [x — y)* = 2 Vxy ; 

ferner ist 

s : 7' =: m : X y t:r = n: y ; 
also : 
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(.9 + t — m — nr = 4 r* — - , 
^ ' st ^ 


und ebenso 


(8 + ?/ — 7n — p)^ — 4r* - , 

Sil 




{t + u- u-pr-ir*''^, 





worin p die Entfernung der Berührungspunkte des dritten 
Kreises mit CA und GB von G ist. 

Malfatti führt nun folgende Grössen (die zunächst besser 
mit m'^ n'j p' bezeichnet werden) ein: 

2m' = s-\'t-{-u-'r + S—T--U, 

2n' = 8 + 1-^-11 — r — S+T— T, 

2p' = 8 + 1+11 — 1' — S—T+U . 
Also ist: 

oder : 

6) /' — II + U ^= s + t — m' — 11 . 

8 tu 

Wegen 2) kann man s + t + u durch -^ ersetzen ; es ist 
daher ' 

Am'n'==^-l^'—r-l^-{S-Tf 

= /^' _ ,Y+ r* - S'- T*- 2 Z''^^' - ,\ U+ 2 S T. 

Nach 3) ist ST= U: den rationalen Theil vereinfacht 

u 

man nach 4) und hat: 

2.9^ 



Alu'n' = - -- lu"' + r* — ur + (y — u) Vr- + 



u 



8 t 



-^{r-u + Vr^' + H') ; 



mithin hat man wegen 6): 

4 9fr 
r-m n 



M2 



8t 



= [s + t — m' — n) 



und zwei ähnliche Gleichungen. 
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Also mit m = m\ n = n\ p = p' genügt man den drei 
Gleichungen 5). 

Zur Construction von: 

m = -^(s -h ^ + w + (6^ — r) — T — U) 

dient, dass s-\'t-\-u der halbe Umfang des Dreiecks, T== BV, 
U = GV und S — r = AX, wo X der Schnitt des einge- 
schriebenen Kreises mit ^Fist; mit m haben wir P und K 
und den ersten Kreis, n und p liefern die beiden andern. 

Aehnlicher Art sind die Beobachtungen von Gergo7im und 
Laver nede und von Tedenat*). 

Lehnus**) setzt r = 1, so dass stti = s -\- t-jr^^y oder 
abc = a + b + c in seiner Bezeichnung. Die drei Gleichungen: 

s'-\-t — m — n = 2 Vxy oder b-\- c — m — 7i = 2 Vxy u. s. w. 

geben etwas umgeformt wegen 7n = ax, n == by, p = cz^ 
wo z der Radius des dritten Kreises ist: 

Iax-\- 2 Vxy -[- by = a -{- b , 
by + 2Vyz -\- cz = b -i- c ^ 
cz -{- 2 Vzx -^ ax = c "{' a . 
Setzt man dann 



l — a+ Vi + a'- = Ä, l — b + Vl + b^ = B, 

so sind: 

BG GA AB 



^ = 17-7 > 2/ == 






2A' •' 2B' 2G 

die Lösungen. 

Mit der Auflösung dieser Gleichungen 5') in etwas allge- 
meinerer Form beschäftigt sich Cayley***). 

Schellbach giebtf) folgende Lösung: Wenn a, ft, c die Seiten 
des Dreiecks sind und 2s = a-\-b-{'C^ so bestimme man die 
Winkel Oj y^, ^ so, dass: 

a = 5sincp*, fe = 6-sin)^*, o = ssinO>*; 

*) Gergomie'a Annales de Mathematiques Bd. 1 S. 343, Bd. 2 
S. 165 und S. 374. 

**) Ebenda Bd. 10 S. 289. 

***) Cambridge and Dublin Mathematical Journal Bd. 4 S. 270; 
CoUected Mathematical Papers Bd. 1 S. 465. 
+) Journal für Mathematik Bd. 45 S. 91. 
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ist 2a = 9 + / + tj^, so sind die Entfernungen x, y, x der 
Berührungspunkte der Malfatti^^chGn Kreise mit den Seiten von 
den Ecken bestimmt durch die Gleichungen: 

X = s^mlo — cp)* , y = s sin(a — )()* , x = s sin(a — ^)* . 

II. Im Folgenden soll die Schröter^ ^che Analysis (Journal f. 
Mathem. Bd. 77 8. 230), welche zur iStemer'schen Auflösung 
führt und wohl den iS'feiVier'schen Gedankengängen am meisten 
sich anfügt^ in etwas kürzerer Darstellung wiedergegeben 
werden, wobei zugleich die Eigenschaft, welche Schröter in 
einem vorangeschickten Hilfssatze ausspricht und nur ver- 
mittelst mehrerer Transformationen durch reciproke Radien zu 
beweisen im Stande ist, auf einfachere Weise erhalten wird; 
Schröter hat selbst den Wunsch nach einem einfacheren Be- 
weise geäussert. Die Auflösungen von Ä. Hart (Quarterly 
Journal of Mathematics Bd. 1 S. 219) und J. Petersen (Me- 
thoden und Theorien zur Auflösung geometrischer Construc- 
tionsaufgaben [Kopenhagen 1879] S. 102 und: Journal für 
Mathem. Bd. 89 S. 127) haben mich zu diesem Beweise geleitet. 

Es seien drei Kreise (a), (fej, (c) gegeben (Fig. 45), welche, 
sich gegenseitig von aussen berühren , und zwar [h] und (c) 
in 21, (c) und (a) in 93, [a] und [h] in S." Die drei Tangenten 
in den Berührungspunkten, als die Potenzlinien der drei Kreise 
zu je zweien, treffen sich im Potenzpunkte P, und der Kreis (P) 
um P durch 21, 33, ß schneidet alle drei Kreise rechtwinklig. 

Wir ziehen jetzt eine äussere gemeinsame Tangente an 
[a] und [h] mit den Berührungspunkten A\ B\ ebenso an (a) 
und (c) mit den Berührungspunkten Ä'\ C und endlich an 
[h] und [c] mit den Berührungspunkten 5'", C"\ und zwar 
möge jedesmal diejenige äussere gemeinsame Tangente ge- 
zogen werden, welche alle drei Kreise auf derselben Seite 
hat, damit der gewöhnlich behandelte Fall der ifa//a^/i'schen 
Aufgabe vorliege. Wir erhalten das Dreieck ABC, Die 
drei Tangenten P2t, P93, PS schneiden wir in D, E, F mit 
den Seiten PC, CA, AB\ so sind diese Punkte die Mitten 
von B'"G"\ A"G\ AB'] denn z. B. A'F=F^ = FB'. 

A\ B'\ 93, 21, als die Punkte, in denen (a) und [h) von 
zwei Kreisen, von denen der eine in eine Gerade ausgeartet 
ist, gleichartig berührt werden, sind auf ihnen potenzhaltend 
in Bezug auf den äusseren Aehnlichkeitspunkt ; also liegen sie 

auf einem Kreise (cj (Anm. 14); ebenso liegen 21, ®; Ä\ G' 

auf einem Kreise (ftj und 93, ß; B"\ C" auf einem Kreise (aj. 
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Der letzte ist, als zunächst nicht nothwendig, in der Figur 
nicht gezeichnet. Die Mittelpunkte der beiden ersten seien 

C^j J5p Es sei 21' der zweite Schnittpunkt der Kreise (öj 

und (cj, ausser 2(. Dass derselbe auf der Halbirungslinie 
des Dreieckswinkels Ä liegt, spricht Schröter^ ^ Hilfssatz aus, 




^'\ 



yB' 



(^,) 



Fig. 45. 



und auch Petersen bemüht sich um den Beweis dieser Eigen- 
schaft, benutzt aber einen andern Satz, den wir an einer spä- 
teren Stelle (S. 106) beweisen werden, und muss dabei noch 
einen weiteren Kreis heranziehen, dessen Betrachtung den 
Beweis umständlicher macht, indem er zunächst für den zweiten 

Schnittpunkt S dieses Kreises und eines der Kreise (&^), (cj das 
Liegen auf der genannten Halbirungslinie nachweist. 
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Schneidet man die Tangente 91 P mit den Seiten AB und 
AG in r/, V, so entstehen zwei gleichschenklige Dreiecke 
%B'Uj 31 (7' F, deren Winkel an den Spitzen den Dreiecks- 
winkel A zur Summe haben ; daher ist ^B'% G" = ISO"" — -^^^ ; 
andererseits ist aber, wegen der Kreisvierecke %%' A!B' und 
%%'Ä'G": 

^Ä%'Ä'=ÄB'% +Ä'G"% = 360"— .4— J5'2l(7"=180^— ^A ; 

daraus folgt, dass 21' auf dem Kreisbogens'^" um A liegt*). 
Weil (a) von diesem Kreise (A) und dem Kreise (P) recht- 
winklig in A\ Ä'] S3, S geschnitten wird, so ist [Steiner Nr. 9) 
der Punkt (S3S', QA") der eine Aehnlichkeitspunkt von [A) 
und (P), ersichtlich der innere /. Die gemeinsame (innere) 
Potenz ist J'^iJA' = Jd-JÄ'. Nun sind aber 83 J', ES" 

und 2121' die drei Potenzlinien von (a), (ftj, (cj; also ist J 
der Potenzpunkt und 2121' geht auch durch ihn; die gemein- 
same Potenz ist: m-JA' = J(S.'JA" = J21-J21'; daraus 
folgt wiederum, dass 21' auf (Ä) liegt**), und dass 21 und 21' 
auf (P) und [A) potenzhaltend sind in Bezug auf /. Mithin 
werden in ihnen diese Kreise von einem Kreise (ungleichartig) 
berührt. Dessen Mittelpunkt ist M= (S2l', P2l), so dass 
ilf2l' = if2l; if liegt auf B,G,. 

Wir construiren den zu {c^) concentrischen Kreis (cj, welcher 
AB berührt, offenbar in F. Weil der Mittelpunkt G^ von 
21 und B' gleichweit entfernt ist, so ist er es auch von den 
Tangenten 2t P und B'A', welche in diesen Punkten den 
Kreis [b) berühren. Demnach berührt {c^) auch 21 P, und 
ebenso, weil G^ von A' und S3 und von den Tangenten A'B' 
und 83 P des (a) gleich weit entfernt ist, bertihrt er auch E'idP] 
der Berührungspunkt sei G. Endlich, weil G^ von 21 und 21' 
gleichweit entfernt ist und ebenso M, so ist G^ auch gleichweit 
von 2lPJf und AWM entfernt; also ist letztere Gerade auch 

Tangente von (cj. Ebenso berührt der zu {b^) concentrische 
Kreis (6J, welcher AG in E berührt, auch 21P, SP und AWM\ 
so dass 21 P und J. 2t' ilf gemeinsame Tangenten dieser Kreise 
{b^) und {c^) sind, und zwar gleichartige wegen der symme- 
trischen Lage zur Centrale B^ G^ M, Der Berührungspunkt 
von (&J mit EP sei //. 



*) Einen ähnlichen Beweis für den Schnittpunkt S giebt Petersen. 
**) So erkennt es Schröter. 
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So weit Schröter, Nun benutzen wir einen Hilfssatz, 
welchen Hai^t giebt, aber in etwas anderer Weise verwerthet: 

Wenn die Tangenten ÄD^ BCj die von zwei Punkten A^ B 
zweier Kreise (Fig. 46) je an den andern gelegt werden, gleich 
sind, so werden diese Kreise aus dem Schnittpunkte P der 
Tangenten in Ä^ B unter gleichem Winkel gesehen. 




Fig. 46. 

Es seien if, N die Mittelpunkte, E^ F die weiteren Schnitte 
von AB mit den Kreisen und if0, NR die Lothe auf die 
Sehnen AE, BF, Wir haben: 

AB'AF= ad" = BC^ =BA'BE] . 

AF=BE*), 

AE = BF und AQ = BB. 
Ferner ist: • 

^P : ^P = sin PBA : sinP AB = cos NBR : cos MAQ 
BR AQ 



also : 

und daher: 



BN ' AM 



AM:BN] s\^o ^APM= BPN**). 



*) Daraus folgt, dass die Voraussetzung nicht möglich ist, 
wenn die eine dieser beiden Strecken die andere einschliesst. 

**) Hart beweist den sphärischen Satz; sodass dieser Hilfssatz 
auch für die sphärische Aufgabe verwerthet werden kann. 

Ostwald's Klassiker. 123. 7 
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In unserer Figur 45 liegt dieser Fall vor. Es sind E 
und F Punkte der Kreise (/>J und (cj, und EG, FII Tan- 
genten je an den andern. Ferner ist: 

E^ = EÄ" = im, 

denn EA" und Hd sind gleichartige gemeinsame Tangenten 

von [hj und (a); ebenso: 

F(S. = FA' = (/« 
(gleichartige gemeinsame Tangenten von {c^) und (a)); daher: 

E^ + ^G = F(i + S// oder: EG = FII, 

Folglich ist der Winkel zwischen den Tangenten AE und 
A^X M von (^J gleich dem zwischen den Tangenten AF und 
AW M von (cj; d. h. ul9l'ilf ist die Ilalbirungslinie des 
Dreieckswinkels A, 

Es ist also 21' gerade die Mitte des Bogens ^l'^l" und wie 
%' auf der Halbirungslinie liegt , so liegen B^ , G^ auf den 
llalbirungslinien der Hälften. Ferner folgt, dass 3191' den 
Winkel B'SHC" halbirt. 

W^ir kehren zu Schröter s Betrachtung zurück und ziehen 
noch den dritten Kreis {a^) heran. Ist S der Schnittpunkt 
der drei llalbirungslinien der Winkel von ABC, so ist nun 
klargestellt, dass 

BC, SB, SC, PS, PK Tangenten von (aj, 
CA, SC, SA, PQ, P3l Tangenten von {b^}, 
AB, SA, SB, P9t, PS3 Tangenten von (cj 

sind; P2l und SWA sind gleichartige gemeinsame Tangenten 
der Kreise (^J und {c^), und ähnlich in den andern Fällen. 

Aus dieser Analysis ergiebt sich folgende Losung der 
MalfatiP&cliQii Aufgabe: 

Wenn S der Schnittpunkt der Halbirungslinien der innern 
Winkel von ABC ist, so zeichne man die Kreise {a^), (b^), {c^), 
welche den Dreiecken PC ä, CAS, ABShQzy^. eingeschrieben 
sind, darauf diejenigen gemeinsamen Tangenten a, l> , c von 
(^,) und (Cj), (cj und («J, (aj und (fej, welche zu AS, BS, 
CS bezw. gleichartig sind; dann werden erstens 

AB, AC, })' , c von einem Kreise [a], 
BC, BA, c, a von einem Kreise {b), 
CA, CB, a, b' von einem Kreise (rr) 

berührt; dies sind die MalfaftV ächQii Kreise. 
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Und zweitens berühren (b) und [c) die Gerade a in dem- 
selben Punkte 91, [e] und (a) die b' in demselben Punkte 83 
und (a) und (b) die c in demselben Punkte ß; und a\ b', g' 
laufen in einen Punkte P zusammen. 

Für diese beiden Behauptungen muss freilich noch ein 
directer Beweis erbracht werden, der bis jetzt noch nicht ge- 
lungen scheint. 

III. Zur Construction der Geraden a\ b\ c' kann man noch 
benutzen, dass sie durch die Berührungspunkte D, E^ F der 
Kreise (a,), (ft,), (<?,), bezw. mit J5(7, CA^ AB gehen, sowie 
durch die Punkte [AS, B,G,), [BS, C,A^), [CS, A,B,]\ und 
dies ist für die Festlegung jener Geraden geeigneter und ein- 
facher, als die Bestimmung, dass sie gleichartige gemeinsame 
Tangenten mit AS, BS, GS sein sollen, weil sie sich von 
diesen meistens wenig unterscheiden werden. 

Siebter schreibt vor, von F (bei ihm G^) an den Kreis (aj 
»die« Tangente zu legen; es giebt aber zwei, und nur eine 
ist die richtige; er äussert sich, wie schon bemerkt, nicht 
darüber, welche. Plückcr nennt sie (Journal f. Math. Bd. 11 
S. 117; Gesammelte wiss. Abhandl. Bd. 1 S. 261) eine »leicht 
zu unterscheidende« Tangente. 

Ein directer Beweis, dass diese mit AS, BS, GS gleich- 
artigen gemeinsamen Tangenten a, b', c' durch die Berührungs- 
punkte D, E, F gehen, fehlt auch noch. Dies erwähnt schon 
O. Binder in seiner Abhandlung: »Das Malfatti'sche Problem« 
(Programm des Seminars Schönthal 1868), in welcher die 
Aufgabe dadurch gelöst wird, dass der allgemeine Fall auf 
die speciellen Fälle zurückgeführt wird, dass zunächst eine 
Dreiecksseite die Tangente des Berührungspunktes des zuge- 
hörigen Kreispaares sein soll, und dann noch specieller, dass 
dies für zwei Tangenten und. für zwei Kreispaare gelten soll. 

Wenn wir in der Sek röter'' »Ghen Erörterung den Beweis 
des Hilfssatzes modificirt haben, um ohne die Transformation 
durch reciproke Radien auszukommen, so geschah dies, damit 
diese Erörterung noch mehr dem 6Yemcr'schen Aufsatze an- 
gepasst werde. G. Neimiann geht in seiner Abhandlung (Be- 
richte über die Verhandlungen der Leipziger Gesellsch. der 
Wiss. Math. phys. Classe, 1889 S. 22) den umgekehrten Weg: 
er entfernt aus der Äc/^röfer 'sehen Erörterung gerade die Theorie 
der Aehnlichkeitspunkte und der Potenz und benutzt allein 
die Theorie der reciproken Radien. 

7* 
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19) Zm S. 27. Man vergleiche hierzu die eben erwähnte 
Programm-Abhandlung von Binder, 

Weitere im Vorangehenden noch nicht genannte Arbeiten 
über das Malfatti\(i\i^ Problem sind folgende (grösstentheils 
schon von Schröter citirt): 

Zornow, Journ. f. Mathematik Bd. 10 8. 300; Qrunert^ 
Supplementband zu KliigeV» Wörterbuch, Art. Anwendung der 
Analysis; Ädams^ das Malfatti'sche Problem, Winterthur 1846, 
und Progr. der Gewerbeschule zu Winterthur 1848; Quidde, 
Progr. des Gymn. zu Herford 1849 und Grnmrf^ Archiv Bd. 15; 
Zorer^ Progr. von Ellwangen 1870. 

Mit den Erweiterungen haben sich beschäftigt: 

Flückcr, Journal f. Math. Bd. 11 S. 356, Ges. wissensch. 
Abhandlungen Bd. 1 S. 284; Cayley^ Philos. Transactions 1852 
Part II S. 253 und Quarterly Journal Bd. 1 S. 222; CoUected 
Mathem. Papers Bd. 1 S. 57 und Bd. 3 S. 44; Clebschj Journal 
f. Math. Bd. 53 S. 292; Hertens, ebenda Bd. 76 8. 92; Bhider, 
a. a. 0.; Affolter, Mathem. Annalen Bd. 6 8. 597; Godt, Jouni. 
f. Math. Bd. 84 8. 259; G. Neumann, a. a. 0. 

Gayley in den Philos. Trans, und Clehsch behandeln das 
Problem auf der Fläche zweiten Grades (Steiner Nr. 18). 

20) Zti S. 28. Die drei Potenzkreise haben zwei Punkte 
gemein, wie schon Binder bemerkt. 

Die Absätze 2), 3), 4) leiden an Unbestimmtheit; wie soll 
z.B. »der« Kreis p.^ die drei Kreise M^, Ä^, A^ berühren? 
Es giebt doch nicht blos einen, der dies thut. 

21) Zu S. Sl. Diese Andeutungen reichen zum vollen 
Verständnisse nicht aus; was versteht z. B. Steiner unter dem 
Pole eines Kegelschnittes auf einer Fläche 2. Grades? 

Interessant ist das Ergebniss der (7a?/%'schen Abhandlung 
in den Philos. Transactions, sowie seine Terminologie. 

Hier am Schlüsse der Anmerkungen über Malfattt*s Problem 
möge noch eine 1871 erschienene Erlanger Dissertation von 
A. Wittstein: »Geschichte des Malfatti'schen Problems« erwähnt 
werden, sowie eine Schrift von J. Derousseau in den M^moires 
de la Soci6tö des sciences de Li^ge Serie II Bd. 18 (1895), 
auf die mich während des Druckes Herr von Oettvngen auf- 
merksam gemacht hat. 

22) Zu S, 38. Vermuthlich in dem »Bande von 25 bis 
30 Bogen«, von dem Steiner in der Einleitung spricht. 

Dies gilt wohl auch für die Hindeutungen auf Beweise 
»an einem andern Orte« in Nr. 16 und 18, während mir fraglich 
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ist, ob es auch ftir die längeren Anmerkungen in Nr. 30 an- 
zunehmen ist. In den »Gesammelten Werken« habe ich der- 
artige Beweise nicht gefunden. 

23) Zaa S, 39. Hier und an der zweiten mit 23) bezeich- 
neten Stelle musste eine kleine Veränderung des Stei/ner^^dhen 
Textes vorgenommen werden. An der ersten Stelle sagt Steiner 
gar nicht, wie die Linie ap zu ziehen ist; an der zweiten 
schreibt er ihr, aber nicht richtig vor, dass sie die Kreise 
fij N nicht schneiden soll. Der Punkt m, , auf den übrigens 
Steiner bald zu sprechen kommt, erklärt sich aus der Figur. 

24) Zu S. 42. In der neuesten dreibändigen griechisch- 
lateinischen Ausgabe: Pappi Alexandrini CoUectionis quae 
supersunt, ed. Frid. Hultsch (Berlin 1876) stehen diese Sätze 
Bd. I S. 205—233. Die citirte Stelle steht auf S. 209. Un- 
mittelbar darauf wird das Wort Arbelus besprochen. 

25) Zii S. 47. Dieser Absatz (von der vorletzten Zeile 
auf S. 46 ab) ist vom Herausgeber an Stelle der in den > Ge- 
sammelten Werken« S. 50 eingeschalteten eckigen Klammer 
gesetzt, die umgearbeitet werden musste, weil sie nicht alle 
Fälle berücksichtigt. 

26) Zu S. 49. In Folge dieser Wurzelausziehung sind u 
und U auf der Seite von JLfj, bezw. üf^, auf welcher Jf liegt, 
negativ. 

27) Zu S. 56. Hier ist eine leichte Veränderung des Textes 
vorgenommen worden, indem die Erörterung auch auf den 
Fall einer nicht ganzen »Stellenzahl« ausgedehnt wurde; das 
Ergebniss wurde dadurch der Nr. 31 angepasst und infolge 
dessen die Anmerkung 4) S. 52,4 der »Gesammelten Werke« 
überflüssig gemacht. Steiner hat freilich in der vorliegenden 
Nummer nur den Fall einer ganzen (positiven oder negativen) 
Stellenzahl im Auge. 

28) Zu S. 57. yi+~QQ[ ist rational nämlich nQdzl. 
— In Formel (9) gilt das obere oder untere Vorzeichen, je nach- 
dem es sich um die Reihe der Kreise m oder der Kreise \l 
handelt. 

29) Zu S. 61. Steiner''^ Beziehung auf Nr. 22 ist wohl 
so zu verstehen : Wenn drei Kugeln M^^ Jf j , m sich gegen- 
seitig berühren und die Mittelpunkte beliebige Lage haben, 
so beschreibe man die Kugel fi so berührend an M^^ Jf,, dass 
die drei Mittelpunkte in gerader Linie liegen; man hat dann 
nach dem Vorangehenden die sich schliessende Kugelreihe ;xj , 
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JA, 5 ■ . • 1^0 • l^ie Verbindungslinie der Mittelpunkte von in und 
[X schneide man mit der Potenzebene von M^ und M^ in Ä 
und construire dann zu jeder dieser 6 Kugeln [i,- die Kugel 7??^, 
so dass Ä im \x^ und m^ Aehnlichkeitspunkt gleicher Art ist 
wie für [x und m und die Kugeln [jl,- und m,- in Bezug auf A 
dieselbe gemeinsame Potenz haben wie |jl und m. Die sechs 
Kugeln m^ werden dann alle auch M^ , M^ , m berühren und 
eine geschlossene Reihe bilden. 

Die gemeinsame Potenz des Punktes Ä in Bezug auf jx 
und vi^ |i,- und m^ ist zugleich die gleiche Potenz von A in 
Bezug auf M^ und M^ (Nr. 28 B^). Wir sagen heute: Die 
Figur der if ^ , If,, fx, [x^, . . . jXg ist in die Figur der M^, 
il/j , m^ w^ , . . . 7)1^ durch reciproke Radien transformirt, wo- 
bei Ä das Centrum und die Potenz die Constante der Trans- 
formation ist. Die Mittelpunkte der sechs Kugeln m^ , tn^ , 
. . . m^ liegen auf Kanten des Kegels^ welcher aus A den 
Kreis, auf dem sich diejenigen von [x^, [J-s, • • • [Ac befinden, 
projicirt. Aber dass sie ebenfalls in einer Ebene und auf 
einer Ellipse liegen, geht aus den vorliegenden Betrachtungen 
nicht so unmittelbar hervor. Man vergleiche jedoch die weiter- 
hin besprochenen iS7ei/«er' sehen »Lehrsätze und Aufgaben x S. 122. 

30) Zu S. 63. Die p^ sind negativ zu nehmen, wenn sie 
auf die andere Seite fallen als die gleichnamigen Höhen h^. 
Unter dieser Voraussetzung ist, wenn a, , a^, a.^ die Seiten 
des Dreiecks sind, der doppelte Inhalt a^ j)^ -f- a^2h + ^3lh ? 
während er gleich a^h^ = a^h^ = a^h^ ist; daraus folgt der 
»bekannte« Satz. Man sieht, dass — wenigstens stellenweise 
— Steine?' schon damals mit dem Princip der Vorzeichen ge- 
arbeitet hat. Er kennt übrigens, wie S. 64 und S. 82 zeigen, 
auch die Vorzeichen -Modificationen (Anm. 25), welche der 
»alte« Satz unter Umständen erleidet, er hat sie nur in Nr. 28 
nicht zum Ausdruck gebracht. 

31) Zii S. 64. Hinsichtlich der Formeln 1) und 2) vergl. 
man einen Aufsatz von Oudermann im Journal f Mathem. 
Bd. 8 S. 168. 

32) Zu S. 66. Wir fügen hier die Anm. 3) S. 524 der 
»Gesammelten Werke«, mit einigen Aenderungen, ein: Die 
>S'^ci/ier'schen Formeln 8) und 9) umfassen alle Fälle. Wenn 
nämlich von vier Kreisen, deren Mittelpunkte nicht in gerader 
Linie liegen, jeder die drei andern berührt, so können nur 
zwei Fälle eintreten: entweder berühren je zwei einander 
äusserlich, und dann gilt die Beziehung 8), oder drei berühi'en 
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einander äusserlich und der vierte berührt sie einschliessend, 
lind dann gilt die Beziehung 9), wenn Q der reciproke Werth 
des Radius dieses vierten Kreises ist; wird Q in diesem Falle 
negativ genommen, so gilt 8) für beide Fälle. Aus dieser Formel 
als quadratischer Gleichung in q folgt für ihre Wurzeln q\ q": 

7" = (7. + ^h + Qii — ^y^iQ, + ?3^i + (?i 'Zi • 

Berührt von den drei Kreisen, zu denen g, , q^^ q^ gehören, 
jeder die beiden andern äusserlich, so dass q^^ q^, q.^ posi- 
tiv sind, so ist q ebenfalls positiv, q aber kann positiv, null 
und negativ sein; der zu q gehörige Kreis berührt die drei 
andern äusserlich, der zu q gehörige berührt sie äusserlich 
oder einschliessend oder ist eine gerade Linie, je nachdem q" 
positiv, negativ oder null ist. 

Berührt der zu q^ gehörige Kreis die beiden andern ein- 
schliessend, so ist g, negativ; wir setzen r/, = — ^,*. Es ist 
dann i?^ grösser als R^ und R.^ , also q^ * kleiner als «7^ und q^ 
und (7^ + q.^ — g(* ist positiv. Die drei Centralen sind 
Ä, + i?3 , B^ — R^, i?^ — i?3 ; daher 
' R, ^R^ + R^^R^^R^ + R^ oder R.^R. + R^, 
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7-* > - + - , ^i^3 > Qi* te. + ^3); 

folglich ist der Radicand 

QiQ-s + 'Mi + (7i^-2 = 'Ms — 1i*il-. + ^3) 
positiv. Demnach ist q' positiv, und weil 

'i<i' = q\ + q\ + qI — ^'m, — '^'Mx — 27. ^^ 
= {q, - ^3)' + q*' + 2^/i*{/3 + 2g3^i.* 

positiv ist, auch q" positiv. Die beiden zu q und //" gehörigen 
Kreise berühren die drei andern äusserlich. 

33) Zu S. 66. Wir haben dazu Fig. 37 mit Fig. 26 zu 
vergleichen. MG ist das dortige P^i^= P^ y??/^ + 2r, , hier 
+ 27?; der Punkt ji ist dort m^, liegt also auf BG und 
ebenso auf AN, indem in Figur 37 die beiden Kreise Jlf und 
M^ ja mit einander vertauscht werden können. 

34) Zu S. 72. Den Satz 1) der Anmerkung wird viel- 
leicht Steiner so bewiesen haben, dass er die Curve 2. Grades 
in einen Kreis projicirt auf eine Ebene, welche zu den paral- 
lelen Tangenten parallel ist. Aus ihm folgt 3); was 4) an- 
langt, so liegt in jeder Ebene durch den Durchmesser der 



104 AnmerknDgeii. 

Pankt G auf der Geraden AE doppelt so weit von B als der 
Punkt G auf der »Linie« G und beschreibt daher die er- 
wähnte Parallele und der Berflhrungspunkt E die Cunre, die 
von der Verbindungsebene derselben mit Ä aus der Fläche 
ausgeschnitten wird. 

In Bezug auf 2) sehe man Steiner-Schröter' s Vorlesungen 
über synthetische Geometrie 3. Aufl. Nr. 79 und 120. Der Satz 
war übrigens schon Apolhnius bekannt (Kegelschnitte III, 42). 

35) Zu S. 7fJ. Der Kegelschnitt-Satz ergiebt sich ähnlich wie 
oben. Von der Richtigkeit des auf eine Fläche 2. Grades bezüg- 
lichen Satzes der Anmerkung überzeugt man sich folgendermassen: 

Es seien a und [i zwei parallele Bertthrungsebenen der 
Fläche, welche in den findpunkten A und B eines Durch- 
messers berühren, und g eine Gerade in ß. Steiner behauptet, 
dass die Schnitte der Ebenen l durch gy aus B auf die Ebene a 
(oder eine parallele Ebene) projicirt, zu concentrischen iihn- 
lichen und ähnlich gelegenen Kegelschnitten führen. In der 
That, wenn G der Berührungspunkt der zweiten von g kom- 
menden Tangentialebene ist, so ist BG==g' die Polare von 
g in Bezug auf die Fläche, daher der Schnitt ig' stets der 
Pol von g in Bezug auf die Schnittcurve von 5, und ihre 
Projectionen ai]s B, die unendlich ferne Gerade von a und 
der Punkt g' a, sind Polare und Pol für alle Projectionscurven ; 
der letztere ist somit gemeinsamer Mittelpunkt derselben. 
Ferner, die Involution conjugirter Ebenen in Bezug auf die 
Fläche, welche g' zur Axe hat, schneidet in jede der Ebenen S 
die Involution conjugirter Strahlen in Bezug auf die Schnittcurve 
um den Punkt ig ein, und ihr Schnitt mit a ist die gemeinsame 
Projection aller dieser Strahleninvolutionen aus B, d. i. die In- 
volution conjugirter Strahlen für die Projectionscurven um den 
Punkt g'a^ also, weil dieser ihr gemeinsamer Mittelpunkt ist, 
für alle die Involution conjugirter Durchmesser, und daher sind 
diese Curven ähnlich und ähnlich gelegen (Steiner- Schröter^ ^ 
Vorlesungen über synthetische Geometrie 3. Aufl. Nr. 201). 

Die gemeinsamen unendlich fernen Punkte der Projections- 
curven sind die Schnitte mit a der in ß gelegenen und sich 
in B schneidenden Geraden der Fläche, welche ja alle Schnitt- 
curven treffen. 

36) Zu S. 80, UebeiHüssige Bemerkung, wenn mit dem 
Princip der Vorzeichen gearbeitet wird. Warum hat Steiner 
in Nr. 29 bei den p^ nicht eine solche Bemerkung für noth- 
wendig gehalten? 



\ 
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Zusätze des Herausgebers. 

Steimr spricht in der Einleitung seines Aufsatzes von dem 
Schneiden von Kreisen unter gegebenen Winkeln, wovon die 
Berührung nur ein specieller Fall sei; der Aufsatz selbst 
enthält davon nichts ; es scheint daher angemessen, ihm einige 
Sätze über Schneiden unter gleichen oder supplementären 
Winkeln anzufügen. 

Sodann werden aus den zahlreichen »Lehrsätzen und Auf- 
gaben« Steiner''^ solche, die sich unserm Aufsatze anschliessen, 
mitgetheilt, grösstentheils mit den Beweisen, welche für sie von 
Andern gegeben worden sind, wobei freilich mancherlei Modi- 
ficationen vorgenommen sind. 

A. 

Ein Kreis (K) schneide die beiden Kreise (3/J und 
(ifj isogonal, das heisst, wenn C^, E^, D^, F^ die vier 
Schnittpunkte sind, so sind die vier Winkel Jf^ (7^ iT, M^F^K^ 
M^E^KvLTL^ M^D^K — welche wir als die Schnittwinkel defi- 
niren — gleich. Von ihnen haben je die beiden Schnitt- 
winkel an (7^ , E^^ bezw. an D^, F^ entgengesetzten Sinn; 
es mögen also von jenen vier Winkeln die beiden ersten 
gleichen Sinn haben und ebenso die beiden andern. Folglich 
bilden die Badien M^ C, und M^ D^ mit C, D^ ein gleich- 
schenkliges Dreieck, da auch M^ G^ D^ und M^ D^ C, entgegen- 
gesetzt gleich sind. Ist daher C^ der zweite Schnitt von C^ D^ 
mit (Jtf,), so sind M^ G^ und M^ (7, parallel und gleichgerichtet, 
also (7| und D^, demnach solche Schnittpunkte, an denen die 
Schnittwinkel entgegengesetzt gleich sind, potenzhaltend 
in Bezug auf den äusseren Aehnlichkeitspunkt A^. Die ge- 
meinsame Potenz dieses Punktes in Bezug auf (JüfJ und [M^ 
ist zugleich seine Potenz in Bezug auf [K) und daher in Bezug 
auf alle Kreise, welche (M^) und (Jf,) isogonal schneiden; 
darunter auch diejenigen, welche sie gleichartig berühren 
(Schnittwinkel 0° oder 180" bei innerer, bezw. äusserer Be- 
rührung oder besser: bei Umschliessungs-, bezw. Ausschliessungs- 
Bertthrung), und diejenigen, welche sie orthogonal schneiden. 
Der äussere Potenzkreis von [M^) und [M^ schneidet 
alle diese Kreise (Ä") rechtwinklig. 
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Umgekehrt, jeder Kreis (A"), welcher durch zwei in Bezug 
auf ^3 potenzhaltende Punkte von (J/J und (J/,) geht, also jeder 
Kreis, welcher den Potenzkreis {A^} rechtwinklig schneidet, 
schneidet (ifj, (3/J isogonal. 

Die Kreise, welche drei gegebene Kreise {M^), (il/*), 
(3/3) isogonal schneiden, haben in Bezug auf die drei 
äusseren Aehnlichkeitspunkte Ä^,A^, A^ je dieselbe Potenz, also 
haben sie die Aehnlichkeitsaxe, auf welcher diese liegen, zur 
Potenzlinie und bilden einen Büschel; und umgekehrt jeder 
Kreis dieses Büschels schneidet die gegebenen Kreise isogonal, 
wenn auch nicht immer reell. 

Die drei Potenzkreise (^J, (JlJ, (^3) gehören auch 
zu einem Büschel*), dem Büschel der Kreise, welche die 
Kreise des eben gefundenen Büschels rechtwinklig schneiden. 

Wenn aber die Winkel, unter denen (i/,) von (Ä") 
geschnitten wird, supplementär sind zu den Schnitt- 
winkeln von [M^ und (Ä'j, so sind die Schnittpunkte auf 
[M^ und (3fj), an denen die Schnittwinkel gleichen Sinn 
haben, potenzhaltend in Bezug auf den inneren Aehnlichkeits- 
punkt 73 von (ifj und (-^Z,), und der innere Potenzkreis 
//g) wird von [K] rechtwinklig geschnitten. Für alle 
Kreise (Ä"), welche (JfJ, [M^ isogonal, (i/3) hingegen unter 
dem Supplementwinkel schneiden, ist die Aehnlichkeitsaxe 
/, I^ A^ gemeinsame Potenzlinie. 

Jetzt seien, wenn wiederum blos (Ü/J und (Jf,) gegeben 
sind, (jfiT), (Ä"'), [K") drei Kreise, welche entweder alle drei 
die gegebenen Kreise unter dem Winkel 9 schneiden, oder 
von denen zwei, etwa [K) und [K'\ sie unter dem Winkel cp, 
der dritte unter dem Supplementwinkel 180" — cp schneidet. 
Dann giebt es einen Büschel von Kreisen, von denen jeder 
die beiden Kreise (ÜT), [K') isogonal und (iT") ebenfalls unter 
demselben Winkel oder unter dem supplementären schneidet; 
(ilf,), (IfJ gehören zu diesem Büschel. Also: 

Jeder Kreis des Büschels, der durch (ilfj, (l/^) 
bestimmt ist, schneidet alle Kreise [K\ welche beide 
Kreise (J/J, (If^) unter dem Winkel 9 oder beide unter 
dem Winkel ISO'^ — cp schneiden, unter demselben oder 
supplementären Winkeln. 

Hält man an der obigen Definition des Schnittwinkels fest, 
so ist es nothwendig, zu sagen : unter demselben oder supple- 



*) Damit wird, was in Anm. 20) gesagt ist, bestätigt. 
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mentären Winkeln. Durch Kreise [K)j welche in gerade Linien 
ausarten, und durch welche der Mittelpunkt von der einen 
Seite der Ebene auf die andere übergeführt wird, geht man 
unstetig von dem Winkel der einen Grösse zu dem supple- 
mentären über; verfolgt man die Schnittwinkel stetig, so 
genügt das eine. Insbesondere gilt also auch: 

Alle Kreise, welche (JfJ und (M^) gleichartig berühren, 
beide unter dem Winkel 180" oder beide unter dem Winkel 0" 
schneiden, werden von allen Kreisen des Büschels (M^){M^) 
isogonal geschnitten; der äussere Potenzkreis (^3), der auch 
zu dem Büschel gehört, schneidet sie rechtwinklig. 

Nehmen wir aber an, dass [K) und {K') den (l/J unter 
dem Winkel o, {M^) unter dem Winkel 180° — 9 schneiden, 
und dass dies für (Ä"") auch gilt oder dass K" den (iltfj unter 
den Winkel 180° — cp, (M^) unter 9 schneidet, so haben wir 
einen Büschel von Kreisen, welche {K) , [K') isogonal und (K") 
ebenfalls unter demselben oder unter dem supplementären 
Winkel schneiden; zu ihm gehören (M^), (1/,). 

Also werden auch alle Kreise, welche die Kreise 
(il/,), (M^) supplementär schneiden, von jedem Kreise 
des Büschels (JfJ(^J isogonal geschnitten, insbesondere 
diejenigen, welche (ifj, (Jf,) ungleichartig berühren; der innere 
Potenzkreis (/g) schneidet sie rechtwinklig. 

Alle Kreise, welche (ifj, (if,) gleichartig, bezw. 
ungleichartig berühren, gehören zu dem Netze, für 
welches der äussere Potenzkreis (^3), bezw. der 
innere (/,) Orthogonalkreis ist. In Bezug auf den Mittel- 
punkt dieses Orthogonalkreises haben alle Kreise des Netzes 
dieselbe Potenz, das Quadrat des (ev. imaginären) Radius des- 
selben. Daraus folgt, dass die beiden Schnittpunkte zweier 
Kreise des Netzes auf einem Strahle durch den Mittelpunkt 
des Orthogonalkreises so liegen, dass das Entfernungsproduct 
von demselben algebraisch gleich jener Potenz ist; vereinigen 
sie sich, so geschieht es auf dem Orthogonalkreise; daher ist 
dieser Orthogonalkreis der Ort der Berührungs- 
punkte zweier Kreise des Netzes, und weil er sie recht- 
winklig schneidet, so ist die Centrale der beiden Kreise 
seine Tangente. Ist der Orthogonalkreis imaginär, so giebt 
es im Netze keine sich berührenden Kreise. 

Wir wissen schon {Steiner Nr. 11 und Anm. 13): Bei 
aus einander liegenden Kreisen {M^],{M^) ist der äussere 
Potenzkreis reell, der innere imaginär; umschliesst 
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aber einer der gegebenen Kreise den andern, so ist 
es umgekehrt; bei zwei sich schneidenden sind beide 
Potenzkreise reell. 

Im ersten Falle sind also nur in dem Systeme der 
Kreise, welche {MJ und [M^) gleichartig berühren, 
gegenseitige Berührungen niöglich, im zweiten nur 
in dem Systeme der Kreise, welche (Jf,) und (if,) un- 
glefchartig berühren, im dritten aber in beiden 
Systemen. 

B. 

I. Journal für Mathematik Bd. 2 S. 190 Lehrs. 27, Gesam- 
melte Werke Bd. 1 S. 133 Lehrs. 3*). 

Uebertragung des »alten« Satzes von Pappits (Nr. 24 des 
Aufsatzes) auf die Kugel: 

»Wenn (M) und {M^) zwei beliebige Kugelkreise 
sind, die sich in B berühren, und (m) und (mj zwei 
andere, welche sie und einander berühren, so gilt: 

sin/^ _ sin^ ^ 
sinr^ sinr ' 

worin r und r^ die sphärischen Radien von (m) und 
(mj und 2? und p^ die sphärischen Lothe aus den 
Mittelpunkten dieser Kreise auf den Hauptkreis 
MM^B sind.« 

Giide7i72unn hat im Journal für Mathematik Bd. 8 S. 16 
diesen Satz in folgender Weise bewiesen. 

Er nimmt an, dass {MJ von (M) umschlossen wird und 
(ni) und {m■^) den (M) von innen, den (ifj von aussen be- 
rühren (im andern Falle, wo (m) und (mj den {M^) um- 
schliessend berühren, ist keine gegenseitige Berührung zwischen 
ihnen möglich). Sind R und R^ die Radien von {M) und {M^)J 
so ist: 

Mm = R — r , M^ m = Ä^ -f- r . 

Es sei q der Bogen auf BMM^ von B bis zum Fuss- 
punkte von p. Man hat dann: 



*) Leider tragen in den »Gesammelten Werken« die Steitier- 
schen »Lehrsätze und Aufgaben« nicht immer dieselben Nummern 
wie im Originale, so dass uns die »Werke« bei älteren auf das 
Original bezüglichen Gitaten im Stiche lassen. 
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cos^ cos {q — -ß,) = cos (i?, + r) = cosÄ^ cosr — sini?^ sin r , 
cos^ cos [q — R) = cos (R — r) = cosi? cosr + sin R sin r ; 

daraus folgt: 

sin (Ä + -^i ) sin r = sin {R — R^) sin q co^p , 

sin ( i? + 7^ J cos r = cos 5' C0SJ9 sin (Ä + i?J + 2 sin i? sin/?^ sin 5' cosj; , 

also: 

sin(i2 — i?.) . 
~ » /p . p sin^ cosj> , 
sin(i? + ÄJ 

2 sin 7? sin i?, . 
cosr — cosö cos» = -t-tv^-i — ^ sinö cos» ; 

sm(/c + R^j 

und ebenso: 

sinfT? — i?J . 

2 sin i? sin i?, . 
cosr^ - cos^4 cosi?, = ^TßZfE)^^^^i ^o^i^i • 

Demnach: 



sinr 



sin^j 



smr cosr 


— cos^ cosj? sin 9 cosjL> 


sinr, cosr^ 


— cosg, cosj;, sinr/^ cosjw^ 



Daraus ergiebt sich: 

din(y — f\) = sinr cos^^ cosj?^ — sinr^ cos^ cos^i 

sinr sinö. cos«, cos^ 

= sinr coso'. cos^?, ~ ^-^ , 

sm^ 

oder : 

sin 9 sin(r — ^ J = sinr cos^;, sin(^ — ^i) • 

Multiplicirt man die Formel für sin(?- — rj mit cos^, so 
erhält man nach einfachen Umformungen: 

cos ^ sin (r — rj = sinr cosjo, cos (5' — q^) — sinr^ cosjl» , 

und nun durch Quadriren und Addiren: 

sin(r — rj* 
= sinr' cosj?* — 2 sinr sin r^ cosjp cos^, cos(g — q^) + sin rj cosjj' . 

Wegen der Berührung von {m) und {'^7l^), die nothwendig 
von aussen erfolgen muss^ ist m7n^=r -\- f\. Nehmen wir 
an, dass die Mittelpunkte vi, m^ auf derselben Seite des Haupt- 
kreises BM^M liegen, so seien die Lothe p und p^ bis zum 



1 lÖ A nmerknngen. 

Schnitte O, dem Pole dieses Kreises, verlängert, wodnrch ein 
Dreieck mit den Seiten 90° — p , 90"^ — 7;, , r -\- r^ und dem 
Winkel q — q^ zwischen der ersteren entsteht; also ist: 

CO87? cosT?, cosf^ — q^) = cos(/' -\- i\) — sinj; sinjo^ . 

Setzt man dies oben ein, entwickelt sin (r — i\] und 
cos (/ -f- r J nnd entfernt die Cosinus, so ergiebt sich: 

(sinr ^mp^ — sinr^ sinjo)' = 4 sinr* sinrj 
oder : 

sinr, sinr 

Das obere Vorzeichen gilt, wenn der Kreis [m^] näher dem 
Berührungspunkte B liegt, als (wi), wie der Fall zeigt, wo 
^ == ist. Beim Durchgange des Mittelpunktes m durch 
BM^ M wechselt p sein Vorzeichen ; man betrachte insbeson- 
dere den Fall, wo [m) und (?«J in Bezug auf den Hauptkreis 
BM^ M symmetrisch liegen und ihn in ihrem Berührungspunkte 
berühren. 

II. Journal für Mathematik Bd. 2 S. 96 Lehrs. 12; Gesam- 
melte Werke Bd. 1 S. 117 Lehrs. 12. 

>Beschreibt man in eine dreikantige Ecke eine 
Reihe von Kugeln, welche alle die drei Seitenflächen 
berühren, und von denen jede die vorangehende be- 
rührt, so bilden die Radien derselben eine geome- 
trische Progression. Das Verhältniss -jy zweier auf 

einander folgender Radien ist, wenn a, h, c die Kanten- 
winkel, Aj j5, C die Flächenwinkel der Ecke sind 
und a-i-b + c = 2s, Ä + B+G=2S ist: 

7t!, j 1 / sin [^ - «) sin {s - b) sin {s ~ ^) _, 1 / ^ sin {s - a) sin {s - b) sin {s - c) j ' 

B^ \ ^ sin.<? ^ sin-jf ( 

— 1 1/ "^ cosiS cosf.S' — Ä) cos(,S -- B] c osf^g — C) 
"" 1 ^ 4cos^^*cos-i^*cos|C^ 

't/ — cos.Scos(.S' — ^)co8(6f — jg)cos(>S— (7) 1' ^ 
"^ ^ "^ 4co3|^*cos|^*cos|(7* ) •* ^ 



*) Im Originale ist die zweite Formel durch Druckfehler ent- 
stellt. 
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Th. Clmcsen hat diese Aufgabe im Journal f. Mathematik 
Bd. 6 S. 84 behandelt. 

Er benutzt folgende Ausdrücke für den sphärischen Radius p 
des einem sphärischen Dreiecke eingeschriebenen Kreises: 

sin (s — a) sin Is — b) sin (s — c] 

tg p* = — ^ ^ H '' '■ -' 

' sin 5 

__ — cosiS cos(*S — A) cos (6^ — B) co^{S — C) 

"~ ' 4 cösfl"* cosp5^cös ^ C^ 

Sie sind bei ihm etwas umständlich abgeleitet. Der erste 
Ausdruck ergiebt sich einfacher aus: 

^ sin(s — a) 

denn s — a ist der sphärische Bogen von der Ecke A bis zum 
Berührungspunkte des Kreises mit AB oder AC] ausserdem 
hat man noch die bekannte Formel: 

i^i A2__ sin(g— ^?) sinj5 —c) 
^ sin5sm(s — a] 

zu benutzen. Den zweiten Ausdruck findet man in Baltzer^s 
P^lementen der Mathematik: Sphärische Trig. Nr. 11 und 12 
abgeleitet. 

Ist nun die Ecke mit der Kugel concentrisch und steht sie 
über dem Dreiecke, so ist der Ort der Mittelpunkte der ihr 
eingeschriebenen Kugeln die Gerade aus der Spitze nach dem 
Mittelpunkte des dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises; 
haben also zwei Kugelmittelpunkte von der Spitze die Ent- 
fernungen g^, g^j so ist: 

i?j == ^i sinp , i?^ == ^4 sinp ; 

berühren sie sich von aussen, so ist: 



sinp ' 



also : 



i?4 1 + sin p /l + sin p\ 

Rj^ 1 — sin p \ cos p / 

= |tgp + )/i4-tgp^} 






woraus sich durch Einsetzen der Werthe von tgp" die Steiner- 
sehen Formeln ergeben. 
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Sind alle drei Eantenwinkel gleich 60^, die dreikantige 
Ecke also diejenige eines regelmässigen Tetraeders, so ergiebt 
sich: 

ein Resultat, zu welchem Steiner am Schlüsse seines Aufsatzes : 
Recherche des relations entre les rayons des cercles qui 
touchent trois droities donn^es et entre les rayons des spheres 
qui touchent quatre plans donn^s (Gergonne's Annales Bd. 19 
S. 85; Gesammelte Werke Bd. 1 S. 211) in anderer Weise 
gelangt ist. 

in. In diesem Abschnitte vereinigen wir mehrere zusammen- 
gehörige Lehrsätze, welche Steiner an verschiedenen Stellen, 
zum Theil wiederholt, mitgetheilt hat. 

Journal f. Math. Bd. 2 S. 287 Lehrs. 59, 60, 61; Ges. 
Werke Bd. 1 S. 160 Lehrs. 6, 7, 8; Journal f. Math. Bd. 2 
S. ,96 Aufg. 4, S. 190 Lehrs. 34; Gergonne's Annales de Ma- 
th^matiques Bd. 18 S. 378 (Th6oremes de geom^trie), Syste- 
matische Entwickelung Anhang Aufg. 80—84; Ges. Werke 
Bd. 1 S. 127 Aufg. 4, S. 133 Lehrs. 11, S. 225 und S. 455. 

a) »Eine Ebene und eine Kugel (m) seien vorge- 
legt; r sei der Radius von [m) und h die Entfernung 
des Mittelpunktes von der Ebene. Ferner sei (mj 
eine zweite Kugel, welche die Ebene und jene Kugel 
berührt. Man construire eine Reihe von Kugeln (}xj, 
(1^2)7 ([^3)) • • -7 welche die Ebene und die beiden Kugeln 
(m) und (mj berühren und von denen jede die voran- 
gehende äusserlich berührt. Die Möglichkeit, dass 
die /i*® Kugel ([a„) die erste (jxj berührt, hängt nur von 
dem Verhältniss h'.r ab, nicht von der Lage der 
Kugeln (mj und ([xj. Die Bedingungsgleichung ist: 

1) h = br, wenn n=3; 2] ^ = 3/*, wennfi = 4; 

3) /i = (4 — y5) r, wenn n = b, 4) Ä = r, wenn w = 6, 

5) /^ = (3 — 2V2)r, wenn w = 8.«*) 

ß) »Wenn vier Kugeln sich zu je zweien äusserlich 
berühren, so giebt es zwei Kugeln, welche 1) sie alle 
von aussen berühren, oder 2) von denen eine aus- 



*) In den Fällen 3) und 5^ steht bei Sieiner: h- — 4hr — 16r- = 0. 
^2 — e/zr + r-^^O. 
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schliessend, die andere einschliessend sie berührt. 
Zwischen den Radien i?, r dieser Kugeln und der 
Entfernung a ihrer Mittelpunkte besteht die Be- 
ziehung: 

a'-==i^*-4-r'-iizl0/?r, 

wo das obere Vorzeichen im Falle 1), das untere im 
Falle 2) gilt.« 

Y) »Wenn zwischen den Radien i?, r und dem Mittel- 
punktabstande a zweier Kugeln (il/), [m]^ von denen 
im) von (i/j eingeschlossen wird, die Beziehung statt 
hat: 

a« = i?'- + r* — 6i?r, 

so lege man eine beliebige Kugel ([a,), welche [M] 
und (m) berührt; dann lassen sich vier Kugeln (jjlj), 
^aj, ([aJ, (jaJ construiren, welche (J/), (m), (jxj be- 
rühren und von denen jede die vorangehende berührt, 
(jAg) aber auch wiederum (ji,); endlich ist eine sechste 
Kugel (jxj möglich, welche- (ilf), H, (jxj, (jx^), ([aJ, (jxJ 
berührt; so dass von den sechs Kugeln (}i) jede die 
Kugeln (If), (7?^) und je vier Kugeln (}i) berührt.« 

6) »Wenn die Reihe der Kreise (jjl^), (|Xj), ... (jx„), 
welche alle die Kreise [M] und (m) (in derselben 
Ebene) berühren und von denen jeder den vorangehen- 
den berührt, commensurabcl ist, d. h. wenn ([x^) auch 
wieder (jjl,) berührt, — was dann immer geschieht, 
mit welchem [M] und (m) berührenden Kreise auch 
angefangen wird [Steiner\ Aufs. Nr. 22) — , so muss 
zwischen den Radien 11^ r von [M] und [m] und dem 
Abstände a ihrer Mittelpunkte die Beziehung be- 
stehen: 

1) (R qz if qz 4.Rr tg— = a'- ; 



n 



darin bedeutet it die Anzahl der Umläufe, und die 
oberen bezw. die unteren Vorzeichen gelten, je nach- 
dem [m] von (3/j eingeschlossen oder ausgeschlossen 
wird. 

Für Kreise auf der Kugel gilt: 



ut} 



2) cos (7^ zp /■) d= 2 sin 7? sinr i^ = cos a. « 

0stwald*8 Klassiker. 123. 
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e) »Sind (ilf) und [m) sich nicht schneidende Kugeln 
und [m^] eine dritte, welche beide berührt, und be- 
schreibt man eine Reihe von Kugeln (fx,), (jx,), (jXj), 
. . . ([xj, von denen jede die drei Kugeln (if), (m), (?;ij 
und die vorangehende berührt, so hängt die Commen- 
surabilität dieser Reihe allein von den Radien i?, r 
der Kugeln (if), (7?z), der Entfernung a ihrer Mittel- 
punkte und den Zahlen n und n der Glieder und Um- 
läufe ab, nicht von der Lage der Kugeln (7^J und (}jlJ. 
Die Bedingungsgleichung für die Commensurabilität 
ist: 

3) (R±r)^ = lßEr&m ^ =a\ 

n 

mit ähnlicher Bestimmung über die Vorzeichen, wie 

in 1) und 2).« 

Q »Die Kugeln (üf), (m) , (7n^) sowohl wie die Kugeln 
(uj, (jx^), ... lassen sich zu Schaaren von unendlich 
vielen Kugeln vervollständigen, so dass jede Kugel 
der einen Schaar jede der andern berührt. Die 
Mittelpunkte der Kugeln der einen oder der andern 
Schaar erzeugen zwei Kegelschnitte, deren Ebenen 
senkrecht zu einander sind und von denen jeder die 
Hauptscheitel des andern zu Brennpunkten hat. Im 
allgemeinen ist also der eine Ellipse, der andere 
Hyperbel, im besonderen Falle sind sie gleiche Pa- 
rabeln.« 

r^) »Enthält die eine Schaar commensurable Reihen, 
dann gilt dies auch für die andere Schaar, und es 
besteht das merkwürdige Gesetz: 

wo ^/, n] U, N die Zahlen der Umläufe und der Glieder 
solcher Reihen aus der einen und der andern Schaar 
sind.« Der Fall ^^ = l, n = S] L"=l, iV=6 kommt in 
Nr. 28 des Steiiier'' Bchen Aufsatzes vor. 

Mit 8), y), a) hat sich ebenfalls Th. Clausen beschäftigt: 
Journal f. Math. Bd. 6 S. 88, Bd. 7 S. 31 und 34, und wir 
wollen seine Erörterung unserer Betrachtung zu Grunde legen. 

Wir beginnen mit der planimetrischen Aufgabe 8) und 
nehmen zunächst an, dass der Kreis [in) von {M) eingeschlossen 
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werde. Wir haben dann zwei Systeme von berührenden 
Kreisen; die Kreise des einen berühren {M) und (?«) ungleich- 
artig: {31) von innen, [vi] von aussen, die des andern be- 
rühren gleichartig; aber wir haben schon (in A.) erkannt, dass 
nur in dem ersteren gegenseitige Berührungen und daher auch 
eventuell commensurable Reihen möglich sind. Der Ort der 
Mittelpunkte der berührenden Kreise ist eine Ellipse E, welche 
M und m zu Brennpunkten und deren Hauptaxe die Länge F-\-r 

hat. Daher ist die Excentricität e = — — ; — und der Para- 

{R + 9f- ~ a* ^ + '' 

""''''' ^ = 2(B + r) . • 

Wir betrachten jetzt die berührenden Kreise als die Kreise, 
welche ihre Mittelpunkte auf E haben und [m) von aussen 
berühren. Dass E den Kreis {771) umschliesst, ist unmittelbar 
klar. Wir benutzen die Polargleichung der Ellipse: 

' 1 -{- e cos 9 ' 

wobei Pol der Brennpunkt m ist und die Polaraxe nach dem 
näheren Scheitel der Ellipse geht. 

Die Kreise, welche ihre Mittelpunkte in (p, 9) und (p', 9') 
haben, haben die Radien p — r, p' — ?*; berühren sie sich 
von aussen, so ist ihre Centrale p + p' — 2r, und wir haben: 

(p + p' - 2r)* = p* + p'* - 2pp' cos (9' - 9). 

Daraus ergiebt sich, nachdem p, p' durch ihre Ausdrücke in 
C5 und cj' ersetzt sind: 

p^' — 4j07- + 2r* — 2 er {p — r) (cos 9 + cos 9') 
+ [p^ -f- 2 f * r') cos 9 cos 9' + j?* sin 9 sin 9' = . 

Nun ersetze man die Winkel 9 und 9' durch andere Winkel 
0, 0' vermittelst der Gleichungen: 

cos -f- cos a . sin a sin 

cos o = - — ; -, sm 9 = - — ■ -, 

1 + cos a cos ^ 1 + cos a cos 

und der entsprechenden für 9' und 0'. Weil {m) von E ein- 

p er 
geschlossen wird , ist r <" -—^ — , also <* 1 ; daher 

1 + r/ p — r 

können wir cos a bestimmen durch : 

er 

cos a = 

p — r 

8* 



116 Anmerknngeii. 

Dadnrch geht die obige Gleichnng in: 

eo9 0' — 0, = -^ — 

P' 
über. 

Für zwei sich berfihrende Kreise unseres Systems hat 

deshalb cos (0 — h' , einen festen Werth. Man ersieht leicht, 

dass, wenn '^ nm 2t. wächst, dies anch für gilt, nnd nm- 

2«:: 

gekehrt. Ist daher — 0' = -^ wo u und n ganz sind, 

n 

so seien n Winkel von dieser Grösse aneinander gelegt: 

f/-.e, 6"— 0', ... gW — rj(n-0. 

Von den Kreisen, die zu , 0', . . . gehören, berührt jeder den 
vorangehenden ; es ist aber 6* "^ = 6 + 2 ?* r , also auch 
<p(") = <p -j- 2?««:; d.h. der zu oW gehörige Kreis ist mit 
dem zu 9 gehörigen identisch: der w*® Kxeis (d. i. der zu 
f>(«~*^ und cp('*~0 gehörige berührt den ersten. Wir erhalten 
daher als Bedingung der Commensurabilität : 

cos = '-^ — — ' 

Setzen wir die Werthe von e und p ein, so ergiebt sich: 



und weil 



2u- ßBr — R"- —r^'-y-a" 

cos = T , 

n {R + rr — a- ' 

2w- 

, 1 — cos 

, tcnr )i 

n ^ . 2u7z' 

1 + cos 

n 

7/ TT 

[U ^ rf — 4.Eri^ - = a\ 

n * 

die ÄeiVi^r'sche Formel 1) in 0) mit den oberen Vorzeichen. 
Wenn die beiden Kreise (M) und [m) aus einander liegen, 
so sind nur in dem Systeme der gleichartig berührenden Kreise 
gegenseitige Berührungen möglich. Die Mittelpunktscurve ist eine 
Hyperbel mit den Brennpunkten M und m und der Hauptaxe 

R — r, wofern R^r\ also ist e = — , p = — -^rr^ r"^- 

' R — /• 2[R — r) 

Derjenige Ast, welcher den kleineren Kreis {711) umschliesst, 
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enthält die Mittelpunkte der Kreise, welche (M) und {m) aus- 
schliessend berühren ; auf ihm sind, wenn die cp von mif ab- 
gemessen werden, die Vectoren p positiv; nehmen wir daher 
zunächst zwei Kreise, deren Mittelpunkte auf ihm liegen, so 
sind die Verhältnisse wie vorher, und die Commensurabilitäts- 
bedingung ist: 

cos = ^ -^ • 

Der andere Ast enthält die Mittelpunkte der Kreise, welche 
(M) und {m) umschliessend berühren; auf ihm hat 

p = ^^— -- 

^ 1 -f- e cos C5 

negativen Werth; wegen der Umschliessungsberührung und 
weil p und p' negativ sind, sind die Radien r — p, r — p', 
die Centrale bei äusserer Berührung 2 r — p — p' ; es erhellt, 
dass die Formel dieselbe wird. Liegt aber der eine Mittel- 
punkt auf dem einen, der andere auf dem andern Aste, so 
sind die Radien p — ?- und r — p'; in diesem Uebergangsfalle 
fordert die Continuität Einschliessungsbertihrung , so dass die 
Centrale 2r — p — p' ist; ferner ist hier pp' negativ, aber 
die Formel des Cosinussatzes fordert die Winkel zwischen 
dem positiven Vector p und dem negativen p', und dieser ist 
^' — ^ — Tz^ go dass zwei Vorzeichenwechsel sich aufheben 
und wiederum dieselbe Formel sich ergiebt: 

2ur. 2 r' y _ 1) 4. 4 w r — «« 

cos = : '—i — ~ — . 

u jr 

Führt man die Werthe für e und p ein, so ergiebt sich: 

(7? + rr- + 4Är tg^'~- = a\ 

n 

die Steiner'' »chQ Formel mit den unteren Vorzeichen. 

Wir ersetzen jetzt, eine Rotation um die Axe Mm vor- 
nehmend, die Kreise (31), (m) durch Kugeln, von denen zu- 
nächst wiederum [m) von (il/) eingeschlossen werde ; die Ellipse 
F geht über in ein Rotationsellipsoid E. Für den Winkel (o 
zwischen den Vectoren p und p' aus m nach zwei verschie- 
denen Punkten dieser Fläche haben wir: 

cos u) = cos C3 cos c?' + sin z> sin o cos 'l , 
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wo '!/ der Winkel der beiden Meridianebenen ist. in denen die 

• « 

Veetoren liegen: ans: 
folgt: 

p* — 4p r -\- 2r' — 2er p — / cosc; -}- cos^' 
+ 'p' + 2 e' f'^ cos "s cos 'f ' + />' sin c sin c;' cos •!/ = , 

und vermöge derselben Snbstitationsgleichongen , welche 6, V 
einführen an Stelle von z>, z>\ erhält man: 

/ #/.././' . 2r- c- — 1)4- -Ar» — p* 

cos'J cosO + smO sinO cos'l = — • 

p- 

Dies bedeutet, dass, wenn aus den Winkeln 9, 0', welche 
den Veetoren aus vi nach den Mittelpunkten zweier einander 
berührenden Kngeln aus dem System der [M] und {m) un- 
gleichartig tangirenden Kugeln zugehören, die Winkel 6, 6' 
ermittelt werden, die je in derselben Meridianebeue gezogenen 
Veetoren, welche diese AVinkel mit der Polaraxe bilden, einen 
Constanten Winkel einschliessen. Schneiden wir diese Veetoren 
mit der Kugel im], so erhalten wir einen sphärischen Bogen 
von fester Grösse k. Sein Cosinus ist die rechtsstehende 
Constante. Durch die Beziehungsgleichungen zwischen 9 und 
wird zwischen der Obei-fläche des Ellipsoids E und der der 
Kugel (m) (oder irgend einer concentrischen) eine eindeutige 
Beziehung festgelegt, in der zwei Punkte sich entsprechen, 
welche in derselben Meridianebene gelegen nach m Veetoren 
senden, welche mit der Polaraxe Winkel cp und bilden, die 
zusammengehören. Es ist nicht schwer, diese Verwandtschaft 
als CoUineation zu erkennen. 

Ist nun (mj eine dritte Kugel, welche (J/) und (/») be- 
rührt und auf E ihren Mittelpunkt hat, und m/ der m^ ent- 
sprechende Punkt auf der Kugel (m), so müssen, wenn eine 
commensurable Reihe von n Kugeln {\l^), ... {\i„) und u Um- 
läufen möglich sein soll, welche alle die drei Kugeln (M)^ 
(m), (wj berühren, die Punkte jx/, ji^', ... jjl/ auf (?«), 
welche den Mittelpunkten entsprechen, ein regelmässiges ?i-Eck 
mit tc Umläufen bilden, dessen Seite sowohl, wie die Entfernung 
der Ecken vom Mittelpunkte jener festen Grösse k gleich ist. 
Aus einem Bestimmungsdreiecke ergiebt sich: 

COS k = cos /r + sin k' cos : 

n 
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also : 

2uT, cos/c 2r*(e* — 1) + 4,rp — p' 

cos ■ zz^z — : — ^ • 

n 1 + cos/c 2r*(e* — 1) + ^fp 

Setzt man wiederum: 

___ a _ {R 4- 7f — g"- ' . 



ie::'^ ^ 



ein, so ergiebt sich: 

(R + rf — 16 i?/- sin z:i-_= a 

als Bedingung der Commensurabilität. Und im Falle, wo [M] 
und [m) aus einander liegen und die Fläche der Mittelpunkte 
der Kugeln, welche beide ausschliessend oder beide ein- 
schliessend berühren, ein zweimanteliges Rotationshyperboloid 
ist, ist: 

_ a _ a} — [R— rf 

^^IT^r' ^^'~ 2{R — r) ' 



so dass sich ergiebt: 

{R — /•)- + 16 ^>' sin ^^^ = r/- ; 



ict:'^ 



n 



das sind die AS^ew^e/'schen Formeln von s). 

Es werde der Kugel [m] ein regelmässiges Polyeder ein- 
geschrieben , so bilden die Vectoren nach benachbarten Ecken 
einen festen Winkel; nehmen wir an, dass 

2r'-(e'-— l) + 4;?r— /- 



f 



gleich dem Cosinus dieses festen Winkels ist, so liefern uns 
die entsprechenden Punkte auf der Rotationsfläche die Mittel- 
punkte von Kugeln, welche (M) und [m) bertlhren und von 
denen jede von denen berührt wird, deren Mittelpunkte den 
benachbarten Ecken derjenigen Ecke entsprechen, welche ihrem 
Mittelpunkte entspricht. Ist das Polyeder ein Octaeder, so ist 
jener Winkel ein rechter; wir haben daher: 

2/-[c^- — Ij 4- 4jpr — /- = . 

Dies giebt, wenn {in) von {M) eingeschlossen wird: 

{[R + jf — a«} (a* — i2' — r- + 6Rr} = , 
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also, da i? + r > a : 

die Steiner »che Fonnel von 7). 
Man erhält: 

wenn [31] und (>//) ans einander liegen. 

Geht man in ^) von den beiden Engeln [31] nnd [m] ans, 
so führt das regelmässige Tetraeder zu der gewünschten Be- 
dingungsgleichung : bei ihm ist der Cosinus jenes festen 
AVinkels — J ; daher haben wir: 

2/->- — 1] + 4/7? — 2y?* = ; 

daraus folgen für die beiden Fälle, wo (w?^ von (M] einge- 
schlossen oder ausgeschlossen wird, die beiden Steiner sehen 
Formeln. 

Lassen wir die Kugel fJ/) eine Ebene werden, so ist der 
Ort der Mittelpunkte ein Rotationsparaboloid ; es ist r = 1 , 
p = r -^h, Nehmen wir nur einen Umlauf, so erhalten wir: 

2t. 3r — h 
cos — = — • 

71 4r 

Nun ist in den fünf Stcuicr^ sehen Fällen von o.): 

cos — = -|, 0, ^^_,4-, |T2; 

in den Fällen 1), 2), 4) erhalten wir die linearen Steiner'' sehen 
Formeln, während in 3) und 5) die oben angegebenen linearen 
Beziehungen sich ergeben. Bei 5) ist der gefundene Werth 

von — eine der Wurzeln von Steine r''s quadratischer Gleichung, 

bei 3) aber gentigt er nicht. Clausen erwähnt diese Abweichung 
von Steiner''s Angaben nicht. 

Den Satz, dass, wenn bei zwei Kreisen eine commensurable 
Kreisreihe vorhanden ist, mit jedem Kreise aus dem be- 
treffenden Systeme von Berührungskreisen eine solche Reihe 
angefangen werden kann, hat Paul Serret*) in Beziehung 
gebracht zu dem Satze über Poncelef sehe Polygone**). 

*; Nouvelles Annales de Mathematiques Serie II Bd. 1 S. 184. 
**) Wie dieser Satz vermittelst einer Transformation durch 
reciproke Radien, welche die gegebenen Kreise in concentrische 
verwandelt, unmittelbar ersichtlich wir<i, sehe man in Oeiser's Ein- 
leitung in die synthetische Geometrie S. 175. 
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Wir haben in A. gefunden, dass in einem Systeme von 
Kreisen, welche zwei gegebene Kreise {M)^ (m) gleichartig, 
bezw, ungleichartig berühren, der Ort von Punkten gegen- 
seitiger Berührung der äussere, bezw. innere Potenzkreis ist, 
und die Centrale der sich berührenden Kreise ihn im Berüh- 
rungspunkte tangirt {Serret benutzt, um den Ort als Kreis und 
die Berührung durch die Centrale zu erkennen, Transforma- 
tionen durch reciproke Radien). 

Ist ^ dieser Ortskreis und K der Ort der Mittelpunkte, 
so führt jedes etwaige Poncelet^^che Polygon, welches K ein- 
und Ä umgeschrieben ist, zu einer commensurablen Kreisreihe 
und wenn ein solches Polygon mit bestimmter Seitenzahl vor- 
handen ist, so kann mit jedem Punkte von K eins begonnen 
werden*). 

Was die Sätze von C) anlangt, so können wir uns zunächst 
klar machen, dass zwischen der Kugel (m) und der Rotations- 
fläche P, welche die Mittelpunkte der {M) und (m) berühren- 
den Kugeln enthält, noch eine weitere coUineare Beziehung 
besteht, in welcher der Mittelpunkt einer berührenden Kugel 
und ihr Berührungspunkt mit (m) einander entsprechen. Da 
entsprechende Punkte stets mit 7n in gerader Linie liegen, 
so ist diese CoUineation eine Homologie, m ihr Centrum und 
die Potenzebene von (M) und [m) die Ebene der Homologie; 
der gemeinsame Kreis von [M) und (tu) liegt auf P**). Man 
kann leicht den Werth des constanten Doppelverhältnisses 
auf den Strahlen durch ni nachweisen; es sei |i der Mittel- 
punkt auf P, B der Berührungspunkt mit [m), und Q der 
Schnitt des Strahls mit der Potenzebene; es ist dann, wenn 
[m] von [M) eingeschlossen wird: 

. ^_ . 2r{B-A-7') 

(-0^1^) = (^+7)^11^' 

und ähnlich im andern Falle. 

Wir nehmen jetzt drei Kugeln (IfJ, (Jf,), (Jfg); P^^ sei 
eine zu (ilfj und (il/J gehörige Mittelpunktsfläche und P,., 
eine zu (Jf J und [M.^) gehörige. Aus der Homologie zwischen 



*) Poncelei, Tratte des proprietes projeetives des figures. 2. Aufl. 
Bd. 1 S. 311, 347. 

**) In jeder Ebene durch Mm sind der Kreis (m) und der 
Mittelpunktskegelschnitt K homologisch, weil vi ein Schnittpunkt 
zweier gemeinsamer Tangenten und die Potenzlinie eine corre- 
snondirende gemeinsame Secante von (w) und (A") sind; vergl. 
Chasles^ Traite des Sections coniques. Kap. XV. 
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(J/j) und Pj2 und derjenigen zwischen {M^) und P^g, welche 
beide J/, zum Ceutrum haben, folgt eine CoUineation zwischen 
P^2 und P^g, in welcher die Mittelpunkte von zwei Kugeln 
einander entsprechen, welche beide (Ü/J in demselben Punkte 
berühren, während die eine (if^), die andere (i/3) berührt. 
Diese aus den beiden Homologien sich ergebende CoUineation 
ist ebenfalls eine Homologie, weil auch in ihr alle Strahlen 
durch 3f^ sich selbst entsprechen. Folglich schneidet die 
Ebene der Homologie beide Flächen P in demselben Kegel- 
schnitt, dessen sämmtliche Punkte sich selbst entsprechen und 
Mittelpunkte von Kugeln sind, welche (M^)y (ifj), (M^) be- 
rühren. Man erhält im Ganzen vier solche Mittelpunkts- 
Kegelschnitte, weil es zwei Flächen P^, und zwei Flächen P^g 
giebt; es wäre die Realität zu discutiren. 

Durch die Homologie zwischen P^, (oder P^,) und {M^) 
entspricht diesem Mittelpunkts-Kegelschnitte K ein Kreis auf 
(if,), gebildet durch die Berührungspunkte mit (J/J der Kugeln, 
welche (i/J, (Ü/J, (i/j) berühren und ihre Mittelpunkte auf Ä" 
haben; und ebenso haben wir einen Kreis auf (M^) und (M^). 
Die Kegel, welche diese Kreise aus M^ , ifj, if, projiciren, 
sind Rotationskegel; sie projiciren alle drei den K. Folglich 
liegen die drei Mittelpunkte M^ , M^ , M^ auf dem Kegel- 
schnitte ICj aus dessen Punkten K durch Rotationskegel pro- 
jicirt wird. 

In Bezug auf diese beiden Kegelschnitte K und K' ist 
bekannt*), dass ihre Ebenen rechtwinklig zu einander sind 
und sich in der gemeinsamen Hauptaxe der Curven schneiden, 
dass jeder von den beiden Kegelschnitten aus den Punkten 
des andern durch Rotationskegel projicirt wird, dass die 
Hauptscheitel eines jeden Brennpunkte des andern sind und 
dass daher im allgemeinen der eine Ellipse, der andere Hy- 
perbel ist, im besonderen Falle sie aber auch zwei gleiche 
Parabeln sein können. Nun nehmen wir aus dem einfach un- 
endlichen System von Kugeln, welche {M^], (MJ, (M^) be- 
rühren und ihre Mittelpunkte auf K haben, drei heraus ('«J) 
(7^ij), [m^) und betrachten das einfach unendliche System von 
Kugeln, welche sie so berühren, wie {M^), (if,), (Jig); der 
Ort der Mittelpunkte ist ein durch 3I^ , ilf, , li, gehender, 
also in der Ebene von K' befindlicher Kegelschnitt, dessen 



*) Vergl. z. B. Steitier-Qeiser , Vorlesungen über synthetische 
Geometrie 3. Aufl. § 24. 
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Ebene auf der Ebene ni^m^in^^ d. i. der von K senkrecht 
steht. Die Schnittlinie beider Ebenen ist daher für ihn 
Hauptaxe; also ist er mit K' identisch; denn durch die 
Hauptaxe und drei Punkte ist ein Kegelschnitt eindeutig be- 
stimmt. Ersetzt man (tn^) durch eine andere Kugel aus jener 
ersten Schaar, so bleibt K' fest; und wir sehen, alle Kugeln 
der zweiten Schaar berühren alle der ersten Schaar. 

Hinsichtlich der Sätze von r^) mag auf den Beweis hin- 
gewiesen werden, den Geiser in § 28 der »Einleitung in die 
synthetische Geometrie« mit Hilfe des Princips der reciproken 
Radien gegeben hat. 



Auf Wunsch des Herrn Professor von Oeitingcn verbessere 
ich auch an dieser Stelle*) ein Versehen, welches aus den 
»Gesammelten Werken Steine r''Q<^ Bd. 1 S. 527 Anm. 25) in 
den in dieser Sammlung (Heft 82, 83) veranstalteten dritten 
Abdruck von Steiner''^ »Systematischer Entwickelung der Ab- 
hängigkeit geometrischer Gestalten von einander« übergegangen 
ist imd dort in Heft 83 S. 161 ebenfalls Anm. 25) steht. 

Steiner hat in der Aufgabe 15) des Anhangs der Systema- 
tischen Entwickelung (erschienen 1832) folgende Frage gestellt: 

»Wenn im Räume vier beliebige feste Ebenen gegeben 
sind, von welcher ki-ummen Fläche werden dann alle Geraden, 
die von derselben in einem und demselben Doppelverhältniss 
geschnitten werden, berührt? 

Dieser Aufgabe steht eine andere zur Seite; welche?« 

Damit ist die duale gemeint, in der es sich um die Geraden 
handelt, von denen nach vier gegebenen Punkten Ebenen von 
gegebenem Doppelverhältnisse gehen. 

Steiner hat diese Aufgaben gestellt mehr als 30 Jahre vor 
der Begründung der Liniengeometrie, und der Irrthum, dass 
die gesuchten Geraden sämmtlich eine und dieselbe Fläche 
berühren, war damals entschuldbar. Jedenfalls hat er er- 
kannt, dass es sich nur um eine einfache den Geraden auf- 
erlegte Bedingung und daher um dreifach unendlich viele 
Geraden handelt. 

Bald nach der Begründung der Liniengeometrie ist die 
Frage durch Heye beantwortet worden im 15. Vortrage der 
2. Abtheilung der ersten Auflage seiner »Geometrie der Lage« 

*, Vergl. Zeitschrift für Mathematik und Physik Jahrg. 45 S. 235. 
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'l«6n — dem der 1. Vortrag der 3. Abtheilung der dritten Anf- 
iage entspricht Es ergiebt sieh, wenn die Ebenen der einen 
nnd die Punkte der andern Angabe Flächen nnd Ecken eines 
und dei* selben Tetraeders sind, in beiden Fällen das nämliche 
Doppelverhältniää genommen wird nnd Ebene nnd Gegenecke 
an entsprechender Stelle stehen, derselbe Complex. welcher 
nach :»einem Erfinder Heye' scher Complex. andererseits 
aneh tetraedraler Complex genannt wird. Derselbe hat 
bald darauf vielfache Behandlung erfahren. Dass femer die 
Strahlen eineä Complexes im allgemeinen nicht die Tangenten 
einer Fläche sind, wurde schon in der ersten Zeit der Linien- 
geometrie erkannt. 

Richtig ist daher in den »Gesammelten Werken« (Bd. 1 
iS. 442, die Fassung der Frage: »welchem Orte werden alle 
Geraden angehören, die . . .«. In dem Hefte 83 unserer 
Sammlung steht die Frage in der alten falschen Form; in 
Anm. 25 ist jedoch auf die Modification in den »Gesammelten 
Werken* hingewiesen. In beiden Anmerkungen 25 ist aber 
als der gesuchte Ort nicht der Beye'sche Complex angegeben 
worden^ sondern statt eines Complexes eine Congruenz, also 
ein Btrahlenort von nur zweifacher Unendlichkeit, als wenn die 
den Geraden auferlegte Bedingung eine doppelte wäre. Die 
Antwort ist weniger richtig, als was Steiner yermuthet hatte. 

Eine doppelte Bedingung liegt vor, wenn zu den vier Ebenen 
eine fünfte Ebene, zu den vier Punkten ein fünfter Punkt 
hinzugefügt wird und es sich also um die Geraden handelt, 
in welche durch die fünf Ebenen eine Punktreihe eingeschnitten 
wird, welche einem gegebenen fünfelementigen Elementargebilde 
projectiv ist, bezw. von denen nach den fünf Punkten ein 
Ebeneubüschel geht, der einem solchen Gebilde projectiv ist. 
Hier ergeben sich zwei verschiedene, aber einander dual gegen- 
tiberstehende Congruenzen und zwar im ersten Falle, wo es 
sich um die Weiterbildung des ursprünglichen von Steine)- aus- 
führlich ausgesprochenen Problems, in dem vier Ebenen ge- 
geben sind, handelt: die Congruenz der Schmiegungsaxen 
(Schnittlinien von Schmiegungsebenen) einer cubischen Raum- 
curve; und man hätte doch noch eher diese Congruenz als 
Antwort erwarten sollen, nicht die in den Anmerkungen 25) 
genannte Congruenz der (Doppel-) Secanten einer cubischen 
Kaumcurve, die im zweiten Falle, bei der Weiterbildung des 
dualen von Striner nicht ausgesprochenen Problems, in welchem 
Punkte gegeben sind, sich ergiebt. 
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Zusatz. 



Bei Beendigung des Druckes bemerke ich, dass der Lite- 
ratur in Anmerkung 19) über das MalfatW^cliQ Problem noch 
eine wichtige Abhandlung hinzugefügt werden muss : A. Pampuchj 
Das verallgemeinerte MalfatW^Qh^ Problem. Beilage zum Jahres- 
bericht des bischöflichen Gymnasiums zu Strassburg i. E. 1900. 
Nach der Einleitung soll die Lösung eine vollständige sein, 
bestehend aus Analysis, Construction , Beweis und einer er- 
schöpfenden Determination. Ausserdem sollen nicht nur sämmt- 
liehe reellen, sondern noch sämmtliche imaginären Lösungen — 
letztere ersetzt durch reelle Substrate — geliefert werden, und 
zwar unter Voraussetzung nicht nur reeller, sondern auch 
imaginärer gegebener Kreise. 

In der Abhandlung werden noch zwei andere Arbeiten er- 
wähnt: von Sachs im Programm des Realgymnasiums zu Dur- 
lach 1885 und vom Verfasser selbst im Programm des bischöf- 
lichen Gymnasiums 1897. 



Druck von Breitkopf k Härtel in Leipzig. 



/ 









!> 



V* V:.^:' 



. ^ 2 V 



•n 
s/ ^ i^ 



) 



\\ 



I 




